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1 VBon

Y OCHOBHOj IIIKOJIM CMO HAy4YHJIM KaKO M3rjenajy Kpyr y paBHU u chepa y IPOCTOPY
OUMMEeH3Hje TPH, a Y OBOM pafly IpuKasaheMo Kako moMohy TpomumeH3unoHe chepe S° y
mpoctopy R* MoxkeMo monyHuTH mpocTop R3.

[TpBo hemo medunucaTu chepe y npocTopuMa qUMeH3Uje N, a 3aTuM hemo onucaTu nipe-
CIUKaBale KOoje IIpeciIuKaBa N-guMeH3U0HY chepy y eyKINIOCKYU ITPoCcTop AuMeH3uje n. To
IpeciiiKaBaibe ce Ha3uBa cTepeorpadcka npojekiuja. IIpBu jy je m3ydaBao MaTeMaTudap
[Itonomej mopeknom U3 AleKCaHApUje, a KOPUCTUIIU Cy je ¥ I'pIiu U3 XeJIeHUCTUYKOT [O-
0a y KOHCTpPYKILIMju aCTPOHOMCKOI HHCTPYMeHTa acTtpoyiada. Crtepeorpadcka mpojekuuja
uMa OpojHe mpuMeHe y KapTorpaduju, reoyoruju, Kpucranorpadpuju u KOHTPOJIU aBHOH-
ckor caodbpahaja.

3atuM heMo gaTu KpaTak IIperjel o HaCTaHKY KBaTEPHMOHA KOje je OTKPHO UPCKU MaTe-
mMatryap XamMunaToH 1835. roguHe OOK je meTao ca CBOjOM KE€HOM IIPeKo MocTa ¥ pCKoj.
ITo3HaTo je ma cy OCHe poTallije 3HadajHa IIpecjiiKaBama y TeOMEeTPUjU U Ida je BaXKHO
NUTake MITa je KOMIIO3UIMja ABe OCHe poTaluje uuje ce oce ceky. Kopuctehu cBojcTBa
KBaTepHUOHa XaMHUJITOH je TT0Be3a0 KOMIIO3UIIMjy OCHUX poTalifja y MPOCTOPY ca MHOXKe-
BEeM KBaTEPHUOHA YHMe je 3HaTHO OJIaKIao IIpodjieM HajlaXkewa 0Ce OCHe poTalyje Koja
ce moduja Kao KOMIIO3UIIHja HEKE IBE OCHE poTauuje.

1931. roguHe HeMa4yku MaTeMaTndap XajHI Xond je OTKpHUO jeqHO HENPEeKUOHO Ipe-
cnuKapame h u3 chepe S3 y chepy S? TakBo [a je MHBep3Ha CIuKa ([IpacikKa) IPOU3BOJbHE
Tauke ca chepe S? Benuku Kpyr chepe S3. Mcnocrasiba ce ma cy 3a P # (1,0,0) kpyrosu
h~1(P) ma cbhepu S° TakBu ma Cy BUXOBe cTepeorpadcke MpojeKiyje KPYyroBH y MPOCTO-
py R3, mox je crepeorpadcka npojekuuja h—1(1,0,0) x-oca y mpoctopy R3. I'eomeTrpujcka
CBOjCTBa TUX cTepeorpadckux mpojekiija cy AeTabHO UCTpaXkeHa y pajy U IIOKa3aHo je
[a ©Majy 3aHUMJbUBY BU3yeNnu3anujy y R3.

YV pany cy uckopuirhene crepeorpadcke mpojekiuje h—1(P), 3a P € S?, ma 6u ce mory-
Hro npoctop R3 momohy Kpyrosa u x-oce. Ilpu ToMe x-0ca IIPOIKpe paBaH CBAKOT KPyra y
YHYTPaAUIkhOCTU TOT KPyTa M CBakKa IBa Kpyra Cy yjlaHdaHa, OODHOCHO jefaH KpyT IIpomupe
paBaH OpPyror Kpyra, jeDHOM y YHYTPAIIKOCTU, & OPYTU IyT Y CIOJhAlllkbOCTU TOT Kpyra.
Ha Taj HauuH Ccy Hau3rjieq He3aBUCHU MaTeMaTUUYKHU II0jMOBU cTepeorpadcka mpojekuuja,
XorhoBo IIpecinKaBaikhe U KBATEPHUOHU IIOBE3aHU U PellleH je MpodiieM paciojema IIpo-
cropa R3 momohy Kpyrosa u jefiHe mpase.

Crepeorpadcke mpojekiivje HeKUX IIpacianka XorndoBor npecivKaBakba



2 Crepeorpadcka npojexknmja

CraHpgappHy jequHUUYHY chepy nuMensuje 0 o3HagasaMmo ca S° ¥ oHa mpefcTasba map
Tavaka OfHOCHO [iBa peajiHa pellera jegHa4yuHe x? =1, aTocy x; = -1 u x; = 1 u oba cy
Ha yma/keHoCTH 1 o[l KOOPAWHATHOT [I0YeTKa Ha IpaBoj. 3aTo moxeMo nucatu S° = {—1,1}.

CraHpmappHa jemuHWYHA chepa muMeHnsuje 1 ce o3Hadasa ca S! u To je cKyn Tayaka y
paBHU KOje Cy Ha UCTOj yoarbeHocTu 1 on ¢ukcupasnor uenrtpa (0,0), a To cy 3ampaBo pe-
mema jeqHaynHe X7 + x% = 1.

CraHpgappHa jeqMHWYHa chepa OUMeEH3Hje 2 ce 03HadaBa ca S? M TO je CKyI Tadaka y
IIPOCTOPY KOje Cy Ha UCTOj yaarbeHoCcTH of, dukcupasnor neartpa (0,0,0), a To cy pellema
jemuauune x? + x3 + x4 = 1. Kafa ce He Haryacu guMeHsuja cdhepe muciu ce Ha chepy S2
KOja IpefcTaB/ba TPAHMILY JIONTE ¥ mpocTopy R3. Benwku Kpyrosu Cy KpyroBu Ha chepu
KOju ce MOTY ITPeACTaBUTH Kao IIPecelry paBHU Koje cagpzke IeHTap cdepe ca chepoMm.

JleBo: cdepa S°, y cpenunu: chepa S!, mecHo: chepa S?
[Tpomupyjyhu oBaj KOHIIEIIT HOIa3UMO A0 II0jMa BUIIeOUMEH3UOHe n-cepe S™.

ODedununuja 1. CrangapaHa jenuHUYHA n-chepa y o3Hau S™ (y HacTaBKy pajza n-cdepa)
je CKym Tayaka (xi,Xa, ..., Xn41) Y R™! 32 Koje Baxu Y x2 = 1.

Haxko je BuileguMeH3u0OHe chepe Texke BU3YEJIN30BaTH, TeOMeTPUjCKa UHTYHUIHja HaM
rOBOpH fia je S™ cKyn Tadaka u3 R unja je ygaseHOCT o KOOPAMHATHOT IOoYeTKa jeHa-
Ka 1. Chepe S, S! u S? MmoxxeMo BU3yenu30BaTH, ajy Ipobiem HacTaje Beh ko chepe S3
jep ce oHa Haiasu y mpocTopy R*. IIpobiem Busyenusanuje chepe S3 6uCMO MOTIIH pelu-
TH Ja ce Hajasu y npoctopy R3. HMckopuctuhemo cTepeorpadcky mpojekiujy Kojy hemo
IIPBO OMMCATH Y Cy4ajy Kafa ciaukamo chepy S? y Xy paBaH. 3aMUCIUMO [ia je U3BOP CBe-
TJIOCTH [IOCTaBJbEH y CEBEPHU I10JI OOHOCHO y Taudky (0,0,1). Tama oBa mpojekuuja marse
Tauky P ca chepe S? y mpeceuHy TauKy CBETJIOCHOT 3pakKa U3 CEBEPHOT I10J1a KPO3 Ta4dKy
P ca pasuu xy. [IpumMetumo ga 3a tadky (0,0,1) Hema cMmucia geduHNCATU HBEHY CIUKY
npuMenyjyhHu ONMCaHU IIOCTYIIAK, IIITO je Pas3jor Aa M3BPIINMO PECTPUKILMjY JOMEHa CTe-
peorpadcke npojeknuje Ha ckym S2\ {(0,0,1)}.



Crepeorpadcka mpojexiiyja

Teopema 1. Citiepeoipagcka tpojekyuja us ckyia S?\ {(0,0,1)} y ckyid R? je tipecauka-

8arve oiiucaHo popmyaom (x,y,z) — (5. 125 )-

Iloxas. TIpaBa KoOja mpeAcTaB/ba CBETJIOCHU 3paK Koju meduHUllle crepeorpadcKy mIpojek-
nmjy campxu Tavke P(x,y,2) u (0,0, 1), Te je mena jemraunna 3=g = I=§ = =1 =, ogHOCHO
X=xt,Y=ytuZ=(z-1)t+1, roe jet € R. TpaxkeHa cnuka Tadke (X, y,Z2) Ipu crepeorpad-
CKOj IPOjeKIHju je 3ampaBo Tadyka OBe IIpaBe 4uja je Tpeha KoopauHaTa Z jefHaKa HYJH,
omHOCHO (z—1)t+1 =0, omakne jet = Zj—ll = 1%2 Ipu YeMy HeMaMo [ieJbele ca HYJIOM jep
je momeH ctepeorpadcke npojekuuje S?\ {(0,0,1)}. 3aTo Cy IpBe OBE KOOPOUHATE jeJHAKE
X=:51Y= 1%2 YyuMe je moKa3aHo Ia je crepeorpadcka Ipojekiirja onucaHa ¢GopMyIoM

(X,¥.2) = (1%, 155)- H

Teopema 2. ITpecaukasare u3 R? y S?\ {(0,0,1)} uHeepsHo ciliepeoipapckoj ipojekyuju

; = 2a 2b
Jje otiucaHo ¢popmyaom (a,b) — (a2+b2+1, ez o 1

_ 2
az+b%2+1 )°

Iokas. [la dbucmo Hawmnu GopMyITy 3a HHBEP3HO IIpec/InKaBame Koje R? ciukay S2\{(0,0,1)}
Tpeba ma 3a maTy Tauky (a,b) u3 paBHU Hahemo KoopmuHarte (X,y,2) Tayke ca S? kKoja
ce mipu ctepeorpadckoj npojeknuju cnmka y tauky (a,b). To he dutu mpecedyHa Tadka
chepe S? u npase Koja nposnasu Kpo3 tauke (0,0,1) u (a,b,0). Ta npasBa uMa jeTHAUYUHY
X0 = X0 = 221 — ¢ ogHOCHO OHa je cKyn Tadaka obnuka X = at, Y = bt, Z = —t+ 1 3a

t € R. TpaxxuMo Tayky ca OBe IIpaBe Koja npunana chepu S? ogHOCHO 3a KOjy je:
(at)? + (bt)? + (1 —t)* =1,
a?t? + bt +1-2t+t> =1,
(a® +b? + 1)t? = 2t.

Pasnukyjemo mBa cnydaja, kaga jet = 0ut # 0. 3at = 0 dbucmo modunu Tauky X = O,
Y =0, Z=1 ogaocuo N(0,0,1) mto HUje MOTryhe jep CMO peCTpuUKOBaju cTepeorpadCcKy

npojeknujy Ha S2\{(0,0,1)}. 3a t # 0 HaKOH cKpahuBama ca t godujamo t = ﬁ mna je
TpaXeHOo WHBEP3HO IIpeciuKaBamke JaTo ca
(a,b) 2a 2b B 2
’ a?+b2+1'a2+b2+1"" a?2+b%2+1)"
O

CnuyHo Kao u gepunHuIlrja chpepe, crepeorpadcka npojekiija ce Moxe reHepasan30Ba-
TU Ha Behe quMeH3Wje, CrieljaiHo U Ha nmpeciukaBame u3 S3\ (1,0,0,0) — R3 koje je maTo



nomohy popmyre (W,x,y,2) — (125, 19 17;) IIPH YeMy je CBEeTJIOCHH 3pak caja IIoCTa-
B/beH y Tauky (1,0,0,0) Ha chepu S3. Crepeorpadcka Ipojekifyja HaM je KOPHUCHA jep HaM
omoryhaBa ma chepy S (6e3 jemHe Tauke) KOja ce Haja3u y MPOCTOPY OAUMEH3Hje YeTUPHU

ImocMaTpaMo y mpocTopy R3.

Hapepna TeopeMa je dua mo3Harta u I'pumMa U3 XxeJIeHUCTUYKOT f0da u Moxke ce Hahnu
y Anononujesom! meny ,KynuHu mpecenu” u KopuirheHa je y KOHCTPYKIMjH acTposada,
aCTPOHOMCKOT MHCTPYMEHTa KOjU ce KOPHUCTUO 3a ofpehuBame u npenBubhame Mojaoxkaja
Cynia, Mecella, mnaHeTa U 3Be3fa, Kao U 3a ompebuBame MeCHOT BpeMeHa U3 3ajilaHe
reorpadcke gyKuHe U 0OPHYTO.

Teopema 3. Kpyl Ha cpepu S? koju cagporcu wwauky (0,0,1) ce lomohy ciiepeoipagpcke
Iipojekuuje Huju je usgop ceetinociiu iociiasmeH y cegepHu o4 N(0,0,1) cauka y iipasy
y pasHu, gok ce Kpyi Ha cpepu S? koju He cagpacu wauky (0,0,1) cauka y kpyl y pasHu.

Iokas. Heka je ¢ Kpyr Ha jemMHUYHOj chepu S? Kojy pecirKaBaMo cTepeorpadCcKoM Ipo-
jexnmjom. Kpyr ¢ je ckyn Tadaka cdepe S? Koje npunagajy HeKoj paBHHM a JaToj jeqHadu-
HOM

Ax+By+Cz+D =0, (1)

roe cy A, B, C u D peannu 6pojeBu Taksu fa je A2 + B? +C? # 0. JIa 6ucMO OIpequIn CKyII
Tadaka (X, y) U3 Xy paBHU KOje Cy CIINKe TadaKa ca Kpyra ¢ Ipu cTepeorpadckoj mpojeknuju
3amernunhemo popmyny u3 Teopeme 2 y (1). Tako godujamo

2x 2y x2+y* -1 B
A(1+x2+y2>+3(1 +x2+y2>+c<1 +x2+y2)+D_0’

IIITO HAKOH MHOXKema ca 1 + x? + y? mocraje
A(2X) +BRy)+CO3 +y* —1)+D(1 +x2 +y*) =0,
LITO je eKBUBAJIEHTHO Ca
2AXx 4 2By + (C+D)(x* +y*) = C - D. (2)

Axo kpyT ¢ cagpxu ceBepHu 1071 N(0,0, 1) onza 3aMemyjyhu meroBe KoopauHaTe y jeqHa-
yuHy (1) godujamo C + D = 0. Y ToMm cny4ajy jemHauuHa (2) mocrtaje 2Ax + 2By = C — D
IITO je jemHa4YWHa OpaBe y paBHU. [IpuMmetyvMo u fa A u B He MOTy UCTOBPEMEHO dUTH
jemHaKu Hynu jep du y ToMm cnydajy duno C = D mto du ca C+ D = 0 mano ga je C = 0,
anu Taga je A% + B? + C? = 0 mro Huje Mmoryhe. OpaBspe ciefu fa ce Kpyr ¢ ca cdepe S?
Koju campzxku ceBepHu mon N(0,0, 1) npu ctepeorpadckoj npojeknuju ciamka y npasBy y xy
paBHU. Ca Opyre cTpaHe, akKo KpyT ¢ He canpxu Tauky N(0,0,1) ouga je C+ D # 0. ¥ ToMm
CclIy4dajy MoxkeMo IofenuTHu jemHauuHy (2) ca C + D # 0 yuMe modujaMo jemHaYUHY

2A 2B C-D

2 2 _
Xty reip*tcrpYTcip

KOja je eKBUBaJIEHTHA Ca

o A 2+ . _B > A24B21C?-D? 3)
C+D YTecyp) T (Cc+rDZ

Kako u3 aHanuTudke reoMeTpuje 3HaMo Aa je popmysa 3a pacTtojame KOOPOUHATHOT II0-
4YeTKa Off PaBHU «a JaTa GpopMyIoM
D]
b
VA2 4+ B2 +C?

! Anonoruje us ITeprama (262. roguHa Ipe HoBe epe - 190. roguHa Ipe HOBe epe), AaHTUYKK XeJIeHCKH MaTe-
MaTh4ap U aCTPOHOM




Kao ¥ J1a je TO pacTojame Mame of 1 jep paBan a cede chepy S?, To Baxku D? < A2 + B2 + C?
A%4B%4C%_D?

ma je S Cip ~ TO3UTHBAH peajaH 0poj. JemnauwHa (3) 3aTO IpefcTaBba jeJHAUYUHY
KpyTa ca LIeHTPOM (_cAﬁ’ _c'%) HoJTynpedyHuka R = /% y Xy paBHH. O

Anredapcku nokas IIPeTXOmHEe TeopeMe Ce MOXKe IIPOMEHHUTH TaKO Ja BaXu U Kaja ce
cTepeorpadCcka TpojeKirja yOIITH Ha BUIle AUMEH3Hje IITO heMo KOPUCTUTH KaCHUje.

Cnuke Kpyrosa IIpu cTepeorpadckoj mpojekiuju



3 KBaTepHHOHH

XaMunTos? je 1835. roguHe OTKPHO [ia MOXKe fla IIoCMaTpa KOMILIeKCHe dpojeBe Kao
ypebeHe napoBe peanHux dpojeBa. Bro je 3aguBbeH Be3oM u3Mehy KOMIJIEKCHUX dpoje-
Ba U OBOOMMEH3MOHE reoMeTpHje U XKejeo je ma oTkpuje Behy anredpy kKoja he ga urpa
CIIMYHY YJIOTY V TPOOUMEH3UO0HOj reoMeTprju. CpenurHoM XIX Beka OH je peliaBajyhu oBaj
IpodreM KOHCTPYHCao KBaTEPHUOHE.

XaMHUITOH je TOogUHaMa IIOKyIllaBao Ja OCMHUCIIH CTPYKTYpPY Koja du ogroesapasna poTranu-
jama y R3 kopucrtehu ypehene Tpojke peannux dpojesa. ITpodieM ce cacTojao y nmpoHasa-
Kemhy HaulHa 3a MHOXKeBe ypebeHux Tpojku Tako [a BaXke CBOjCTBa Ha KOja CMO HaBUKIIH,
Ha IpUMeP acolUjaTUBHOCT, KOMyTaTUBHOCT, Aa IIOCTOjU MHBEP3 CBAKOT HEHYJIa eJIeMeHTa
U Ia MOXKeMo fa medpuHHIleMo HopMy Koja he Takohe umaTu nemna cBojctBa. Ha je3uky mo-
IepHe MaTeMaTHKe, TpaXu ce TPOOMMEeH3HOHa pealHa HOpMUpaHa anredpa ca gebemeM.

OcaMm roguHa KacHHje, XaMHJITOH je CXBaTHO OJa MOXKe [a ypaOu CJIMYHO He 3a TPOjKe,
Beh 3a ueTBOpKe peanHux dpojesa, c TuM mTo Hehe Mohu fa moduje ma je MHOXKEHe KOMY-
TaTUBHO. Kao IMITO y CKyIly KOMIJIEKCHUX OpojeBa IIOCTOjU UMarvHapHa jequHHULa i, yBeO
je jour oBe j u k, TaKO ma omroBapajy oCcTaluM OBeMa KoopAuHaTaMa, medbuHucao je mehy
BUMa [IPaBUI0 MHOXKEHA U TaKO Cy HacTall KBaTepPHUOHU. 3aHUMIBUBO je Ia ce TO HO-
TOOWJIO OOK je IIleTao ca CBOjOM KeHOM IIpeKo MocTa y Habmuny, rimaBHOM rpany Upcke.
XaMUJITOH je ogMax 3alucao TO Ayro O4eKWBaHO IIPaBUJIO 3a MHOXKeEHe KBaTEpHUOHA Ha
KaMeHy MocTa. [JaHac Ha TOM MeCTY CTOjH I1JI049a ca ONMCOM OBOT XaMUJITOHOBOT OTKpKha.
XaMUJITOH je ocTaTaK CBOT XKMBOTa IIPOBEO UCTPaXKuBajyhy KBaTEPHUOHE U HBUXOBY IIPU-
MEHY y TeOMETPHjH.

ML

e Y - |
ety L LWL

] r ' | i : ‘-. : i L Y -
TRCEMENTa TR |
TET o multiplicat

XaMUJITOH ¥ EBerosa Ijo4da Ha MocCTy y Hadnuny

KBaTepHHMOHH CYy Kao CKyI UCTH Kao R* u o3HauaBajy ce ca H, npu dyemy cy ypeheHum
yeTBopkama (0,1,0,0),(0,0,1,0) u (0,0,0,1) momemeHa uMeHa i, j u k. Kaga ce Ha BeKTOp
(a,b,c,d) Mucnu y CMUCIIy KBaTepPHMOHA OHMIa Ce OH 3anucyje y 0dnuky a+bi+cj+dk. Bpoja
ce Ha3WBa peajlHU [ieo, IOoK ce b, c u d penoM 30BY i, j 1 k menoBu. Cadupame KBaTepHHUOHA
g1 =ai;+bii+cij+diku q; = ay+byi+cyj+dyk ce gedpunMIe Ha TPUPOAAH HAYUH TOMOhy
q1+q = (a1+az)+(b1+by)i+(c1+¢2)j+(d1+dy)k OOK je MHOXKeHe duo Texke nebrHUCATU
U TO je dbumno moMeHyTO XaMUNITOHOBO OTKpuhe Ha MocTy y Jabnuuy. MHOXKeme ce BPIIU
nomohy npasuna i? = j2 = k? = —1,ij = k, jk = i,ki = j. EnemenTu i, j u k He KOMyTHpajy.

2William Rowan Hamilton (1805-1865), upcku MaTeMaTuyap



Kama jemHakocT ij = k IIOMHOXMMO ca JieBe CTpaHe ca i nodujamo i%j = ik, mTo ce 360r
i2 = —1 cBomu Ha ik = —j. AHaNIOrHO Ce moKasyje u [a je ji = —k Kama jk = i IOMHOXKMO ca
JieBe CTpaHe ca j u kj = —i Kagma ij = k TOMHOXKUMO ca feCHe CTpaHe ca j. HaBegumo cama
jedaH npuMep MHOXKeHa KBaTepHUOHA.

IIpumep 1. [TomHodculiu k8aiiepHuoHe 5 +j u 1 — 2i + 3k.

Pewerve. (5+j)(1 —2i+3Kk)=5—10i+ 15k +j— 2ji+ 3jk = 5 — 10i + 15k +j — 2(—Kk) + 3i =
5-7i+j+17Kk.

Jlema 1. Eaemenitiu ckyua H moly ce Hallucaituu kao 36up jegHol KomiusieKcHOl 6poja u
gpylol KomiaekcHol 6poja ToMHOIHCEHO]I ca j.

Hokxa3. Heka je a + bi + ¢j + dk ipon3BobHU eneMeHT cKymna H. Tapma je a + bi + ¢j +dk =
a+bi+c¢j+dij = (a+bi)+ (c+di)j, ogHOCHO KBaTepPHUOH a + bi + ¢j + dk ce MoKe 3anncaTu
Kao 30up KOMIIJIEKCHOT Opoja a + bi u KoMIieKCHOT dpoja ¢ + di IOMHOXKEHOT ca j. O

Oedununuja 2. KoHjyrat KBaTepHUOHA I" = a+bi+¢j+dk je KBaTepHUOH T = a—bi—cj—dk.

JIema 2. 3a oliepailiop KOHjylogara 8aHCuU s =5 -T.

Hoxas. Hekajer=a+bi+cj+dkus=a;+bii+cij+d;k. IIpou3Bon oBa gBa KBaTEpHUOHA
jers = (aa, —bb; —ccy —ddq)+ (aby +ba; +cd, —dc,)i+ (ac; —bdy +ca; +db,)j+ (ad, +bcy —
cb; +day)k, Te je Ts = (aa; — bby; — ccy; —dd,) — (ab; + bay +cdy —dc,)i — (acy — bd; + ca; +
db,)j—(ady+bci —cby+day)k. Ca opyre cTpaHe je 5-7 = (a1 —byi—c1j—d1k)(a—bi—cj—dk) =
(aay—bby—cci1—dd,)—(ba;+ab;—dci+cdy)i—(cay;+dby+acy —bdq)j—(da; —cby+bei+ady )k,
TejeTs=5-T. O

ODedununuja 3. JyXKrHa UMM HOpMa KBaTEepHUOHA I''y O3HAIIH |7 je BeroBa oyKuHa Kao
BekTOpa y R* u Baxwu ||r|| = Va2 + b2 + ¢2 + d=.

Beh cMmo nmpumeTunu ga MHOXKeHe KBaTepPHHUOHA HUje KOMYTAaTUBHO jep je Ha IpuMep
ik = —j, moxk je mpowu3Bop ki = j, a MoXKe ce IMPOBEPUTHU [Ia jeCTe acolljaTUBHO OMHOCHO JIa
3a CBaKa TpU KBaTepHUOHA p, q U I BaXu p(qr) = (pq)r. [IpumeTumo fa je rr = (a+bi+cj+
dk)(a — bi — ¢j — dk) = a® — abi — agj — adk + abi — b%i? — bcij — bdik + caj — bgji — ¢?j?> — cdjk +
adk — bdki — cdkj — d*k? = a® + b? + ¢? + d? ogHOCHO ||r|| = VTT.

JIema 3. Hopma gejuHucaHa Ha keaillepHUOHUMA je MyaliuiliukaiiueHd, 0gHOCHO 3d
ipoussosHe 1,s € H saoicu ||rs|| = ||r||[s]]-

Hokas. U3 Jleme 2 uMaMo ||1s|| = VTSTS = \/1ssT = \/1|s||2T = ||s|VIT = |s|/|r]| = [Ir|lls]. O
JIema 4. Ceaku k8aiiepHUoH r # 0 uma MyAUUTIAUKATIUBHU UHBEp3 I' 1 = #

— —= =12 = 2
Hokas. r'1r = = T = % =1lunrmrl!= = % = 1 1pu 4eMy CMO KOPHCTHIIA
cBojctBa I =ru ||r| = ||7||. [IpBO CBQjCTBO T = I AMPEKTHO Clienu U3 NedUHUIIKje KOHjyraTa
jepakojer=a+bi+cj+dk oumajer=a— bi—c¢j—dk =a+bi+cj+dk =r. [Ipyro cBQjCTBO
cnenu u3 ||[7|| = ||a — bi — ¢j — dk|| = \/a% + (=b)2 + (—¢)2 + (—d)? = Va% + b2 + ¢2 + d=. O



4 Xondoso npecaukaBame u3 cpepe S3 y chepy S?

Hemauku matematudap XajHil Xond 1931. roguHe je OTKpUO HEKe 3aHUMIbUBE YUIbe-
HUIle 0 pa3jiaramuMa chepa Behux guMeH3Hja Ha chepe MawkbUX OUMEH3Uja U o[l Taja ce
OBe II0jaBe Ha3uBajy Xondose pudpamnuje. Hazus pudpairja Bogu mopeksio Of aHaloruje
OBe II0jaBe ca BIaKHUMa y TKaHWHU (Ha JaTHHCKOM je3uKy fibra 3umauu Bnakzo). Hcmo-
CTaBJ/ba Ce [a MocToje Yetupu ¢pudpanuje chepa Behux numensuja nomohy chepa Mamux
nuMeH3Hja u To S momohy S° kopucrtehu S?, S3 momohy S? u S!, S7 nomohy S3 mpeko S4,
S15 nmomohy S” kopucrehu S8.

Ocobune Xongosux ¢pudpanmja ce mpoydasajy of npBe nosoBuHe XX Beka. Croj BUXO-
Be boraTe MaTeMaTU4YKe Ky/AType U OpOojHUX TpUMeHa y APYTUM HayKaMa 3auHTepecoBalie
cy Heke of Hajeehux HayyHVKa ma ux npoydanajy. I'eomeTpujcka cBojcTBa XomndoBux ¢u-
Opanyja cy BeoMma 3HaudajHa 3a BUXOBe OPOjHE IMpUMeHe y odjlacTuMa IOIyT anredapcke
TOIIOJIOTHj€e, KBAHTHE MeXaHUuKe, TeopHje [ImpakKoBUX MarHeTHUX MOHOIIOJIa U T€OMETpHje
XapMOHMjCKHUX ociujaTopa. Xomndose dudpalnrje cy KpylujaiHe 3a pa3yMeBamkbe MHOTUX
GuU3MYKUX CUCTEMA U CIIyKe Kao Be3a usMeby reomerpuje u pusuke. 300r cBoje emnoTe,
nenoBe XomngoBe ¢pudpalmje MoxkKeMO BUOETU U y rpabheBUHAPCTBY, apXUTEKTyPU U YMeT-
HOCTH.

Ienosu Xomdose pudpanuje y Musée de 1’Oeuvre Notre-Dame, Strasbourg

Kapma ce kaxe Xomndona ¢udparnja, 0dOM4HO ce MUCIN Ha Hajuenrhe MpuMemHUBaHy Of
yeTupu Xorndose ¢pudpanuje, a To je oHa Koja onucyje chepy S mpeko kpyra S u chepe
S?. TlpecnukaBame Koje 0BO oMoryhaBa 03HaYaBaMoO ca h ¥ 30BeMo ra XomndoBo Ipeciu-
KaBame, a 3ampaBo ra cpehemo kapg rog HanheMo Ha cBeXkam KJbydeBa.

®udpe XondoBor nmpeciauKaBakha Kao Je0 CBeXKmba K/bydeBa

To je jemHO HENpPEKUOHO MpeciuKaBame u3 chepe S° y chepy S? TakBo fa pas3IuuuTe
Tauyke ca chepe S? npencrasbajy CIMKe Pa3IMYUTUX KPYyroBa Ha chepu S°, Te 3aT0 Kaxe-
Mo f1a je chepa S3 cacrasmeHa of pubpu, Npu YyeMy je cBaka ¢pudpa 3ampasBo KPyT U IPU
TOME CBaKH O[roBapa HEKoj Tayku ca chepe S2.



Oedununuja 4. Xondoso npecnukasame u3 S° y S? je npecnukasame h: S3 — S? 3amaTo
ca
h(a,b,c,d) = (a®> + b?> — ¢® —d?,2(ad + bc), 2(bd — ac)). (4)

[TpuMeTHMO [a je OBO IpecliiKaBakbe 3aucTa KOPEKTHO AedUHMCAHO jep CBaKy TadKy
(a,b,c,d) ca S® omHOCHO TakBy fa je a? +b? +¢? +d? = 1 cnuka y Tauky ca chepe S? jep je

(@*> +b? — ¢ —d*)? + (2(ad + bc))? + (2(bd — ac))?
= a* +b* +c* +d* +2a’b? — 2a%c? — 2a*d? — 2b%c? — 2b%d?
+ 2c?d? + 4a%d? + 8abcd + 4b%c? + 4b%d? — 8abcd + 4a®c?
= a* +b* 4 ¢* +d* +2a%b? + 2a°c? + 2a*d? + 2b%c? + 2b2d? + 2¢d?
=@ +b*+c?+d?)?=1"=1.
Capma hemo 3a XomdoBo mpecnukasame h : S3 — S? mokasaru [a je HHBEpP3Ha CIIMKa
h~!(w) 3a mpou3BobHY TauKy W € S? BeNuKu KpyT Ha cdhepu S°.

JIema 5. IIpacauka h=1'(w) GipoussomHe Wauke w ca cpepe S? je seauku kpyl Ha chepu
S3, ige je h Xoiioso tipecaukasarve us (4).

Iokas. Heka je w = (wy,wy,w3) € S? mpousBosbHa Tayka. AKo (a,b,c,d) € h~1(w) onnma
BaXKu:

a’+b%—-c?—d?*=wy, (5)

2(bc + ad) = wy, (6)

2(bd — ac) = ws, (7)

a?+b*>+c*+d* =1, (8)

rme mocienrmha jefHaYuHa ciaenu u3s (a,b,c,d) € S3. Lum je ma uspasuMo a, b, c,d Ipeko
wi, Wy, w3. OnysumameM jenHauuse (5) of jenHauune (8) modujamo: ¢? + d? = 5%, Jen-

HayuHe (6) 1 (7) MoKeMO 3anucaTd y MaTPUUYHOM ODJIMKY Kao:

d clla] 1w,

—c d| |b| 2 |ws

IeTepMUHAHTA JIeBe MaTpHUIle je ¢ +d? mTo cmo Beh u3pasunm npeko wi. AKoje wy = 1
OHJIa je meTepMHUHAaHTa Hyjla ¥ KMaMo CIIel[djajial Cilydaj CeBepHOr IoJia Ha S? 3a Koju je

c=d=0wuda’+b?=1.V ToM crnydajy HuHBep3HO X0n(oBO IpeclIrKaBame gaje Kpyry S3. v
CYIIpOTHOM, fleTepMUHaHTa IIocMaTpaHe MaTpHUlle HUje HyJa, Te je MOXeMO HHBEepTOBaTU

u Taga je:
al 1 2 d —c| [w;
bl 2 1—-w;|c d]||w3]|’

a-wo[g] =2 5[]

OBO MOKeMO €KBHMBAJIEHTHO 3allMCaTH Kao cienehe aBe jemHavYmHeE:

OoakKkJjie Ciaengu:

(1 —wy)a+ wzc—wyd =0,
(1 —wi)b—wyc—wsd=0.

AKo ca q o3HauuMo (a, b, c,d) oHIa IpeTXOOHEe IBe jefHaUYMHEe MOKEeMO 3alucaTi Kao (X, q) =
0u (y,q) =0 ((,) je ckamapHK IPOU3BOJ) H:

1- W1 0
X — 0 = 1- W1
wz |’ —wy
—W3 —W3
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BekTopu x u y Cy NUHeapHO HE3aBUCHU jep U3 S1xX + Sy = 0 u3jenHavyaBameM JIeBUX U
IeCHUX KOOpPOUHATa OUPEKTHO cnenu S; = Sp = 0. 3ato jegHauuse (x,q) = 0u (y,q) =0
oxmpebyjy nornpoctop guMensuje gBa y R* ogHOCHO paBaH. [la ducMo ofpenuIu Kako je Ta
paBaH CMeIlTeHa y S3, HeKa je ¢ = au + BV eKBUBaJICHTHH OOJIMK Te paBHU y R%, roe cy u u
V JINHeapHO He3aBUCHU BEKTOPHU KOjU CY Y TOj paBHU U «a, B € R. [I[pyruMm peunmMa, Kako Cy
X M Yy BEKTOpPU HOpPMaJHU Ha paBaH, OupaMo BEKTOpe U U V OPTOTOHAJIHE Ha HHUX OOHOCHO
TakBse 7a je (x,u) = (y,u) = (x,v) = (y,v) = 0. JomatHO MOXKeMO n3adpaTu BEKTOpPe U U V
Ia dynmy OpTOHOpPMHpaHU OOHOCHO fAa je (u,u) = (v,v) = 1 u (u,v) = 0. Capa jour jegHOM
KOPHUCTHMO YCJIOB fia g € S ma 6ucMo yTBpAMIM KaKo IocMaTpaHa paBaH cede S3. Baxu:

1=(q,q) = a®(u,u) + 2aB(u,v) + B*(v,v) = a* + B*.

Cnn4HO Kao y IPBOM CJIy4ajy KOju CMO pa3MaTpaliy OBO je jegHaduHa Kpyra. OBHM CMO
IOKa3a/IU Ja je mpacijuka Tadke Ipu XomngoBOM IpeciIuKaBamky 3allpaBo BEJIUKU KPyT Ha
chepu S3. O

Kako je TexHOJIOTHja HanpenoBasia I1ojaBusie Cy ce 1 HOBe MOTYhHOCTH 3a BU3yeIu3allu-
jy Xomndosor npecnukaBakba noMohy padyHapa. Ha momoj cnuny jeBo je IpHUKas3aH CKYII
Tayaka Koje Cy Ha Kpyry KomoMeHa S? XomdoBor mpeciukasama h, a JecHo cy moMohy
crepeorpadcCke Ipojekiyje IpruKasate Gpudpe Koje ofrosapajy TMM TadykaMa y oMeHy S3.
HapenHe cnuke cy meo Cy KOMIIjyTepCcKe aHUMalMje Kojy je ypaguo ctyneHT Huk Xamodner
ca yHuBep3urteTa Lebanon Valley.

Transparent Axes Resels +* Rotatlons w* Freseis -

KoMmmjyTepcka aHuMallja Koja npuka3yje dudpe XomdoBor npecinKkaBama
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5 Be3a usmeby ocaux poranuja u XondoBor npecjiuka-
Bamba

Jenan opm HaywmHA Oa DpenCcTaBUMO OCHY POTallMjy OKO OCe KOja CagpK¥W KOOPAUHATHU
IIO0YeTakK je Ia HaBeIeMO BEKTOpP OCe poTalldje U yrao Te porauuje oko oce. Ilo gorosopy,
poraiuja he dutu y cMepy CyIIpOTHOM O[] KpeTama Ka3as/bKe Ha CaTy ako je gaT IO3UTUBaH
yrao 6, a y cMepy KpeTama Ka3a/bKe Ha caTy 3a HeraTUBHe yIJioBe —6, KaZla ce ImocMaTpa
ca Bpxa BeKTopa 0ce poraiigje.

PoTauuja je onpehena ocom 4uju je BEKTOp V U yrjom 0

[TpumeTuMO fa 3a jeoHy IIOCMaTpaHy poTanujy u3dop BeKTopa oce | yIrija poTanyje Hu-
je jemmaCcTBEH. PoTamuja ogpebena BekTopoMm v u yriiom 6 je ucra Kao poraiuja ogpebena
BEKTOPOM V U yTJIOM O +2ni1, TIOe je n Ipou3BoJbaH 11e0 dpoj. YouuMo fa cy ueTupu peajHa
dpoja moBo/BEHA ma OApPEenUMO POTalldjy, TO Cy TPU KOOPAUHATE 3a BEKTOD M jefaH peasnaH
Opoj KojuM je 3apmaT yrao. JacHo je u ma yrao 6 Moxxemo u3adpaTu Tako Ja npumnaga uHTep-
Bany [0, ]. [IpupongHO uTame Koje ce HaMehe je 1ita du dua KOMIIO3UIlMja ABe poTalyje
Koje cy maTe nmoMohy CBOjUX oca U yTJjioBa. JefdaH Of IeOMeTPHjCKUX HauMHa Ja TO ofpe-
ouMo je nomohy paBaHCkUX pedekcuja. O3HaYUMO ca Sy paBaHCKY pedIieKCHjy y OGHOCY
Ha paBaH F. KoMnosuiuja paBaHckux pedrnercuja Sy o Sy ipu ueMy ce paBHU H u F ceky
110 IIPaBoj [ IpecirKaBa Tavyke IIPOCTOPa Kao LITO UX IIpeciiiKaBa U poTalidja OKo oce i 3a
IBa IyTa Behu yrao ogn yrna usMmebhy paBHu F u H, oDHOCHO Baxku ciefeha nema.

JIema 6. Komilo3uuuja gee pasaHcke pegaekcuje duje ce pagHu ceky je ocHa poilauuja.
Oca gobujeHe poluayuje je UpeceyHa lipasa e gee pasHu, a ylao powlauuje je gea uyiua
sehu og yina usmehby wiux pasHu.

Kommo3unyija gBe paBaHCKe pedriekcuje duje ce PaBHU CEKY
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[IpuMmeTuMO fa je Sp o Sy MHBEP3HA poTauyja poranuju Sy o Sy jep obe umajy Ucty ocy
U jeOHaAKy allCOJIyTHY BPEOHOCT yIila, ajlu Ce POTUpa y CYIPOTHOM CMeEDY.

JIlema 7. Ceaka powuauuja y ipociuopy ce Modice lipegciiasuiiu Kao komiio3uuuja Sgo Sy
gee pasaHcke pegaekcuje.

Hoxas. U3abepumo npou3BoibHY paBaH H Koja cagpzku ocy poTtangje. Taga I0CToje Ta4HO
IBE paBHU KQOje caapzXe OCy poTaluje U Koje ca paBHU H rpame yrao jegHak IIOJIOBUHU
yTiia poTtamnuje. M3abepuMo OHY paBaH Of Te OIBEe paBHU Koja he HaM maTu KeJbeHU CMep
poTaiiije 4YuMe je JOoKa3 OBe JieMe 3aBpIIeH. O

Harnmacumo pa je u3dop npBe paBaHCKe pediieKcuje IIpOU3BOJbaH [OK Irof u3adpaHa
paBaH cafpzKM OCy poTallije M Ja CMO A0Ka3 MOTJIM 3aIllodyeTd U U300pOM Apyre paBaHCKe
pednekcuje (oHe Koja he ce mpumMewmuBaTU Apyra y KOMIO3HUIWjU) U OHOA OU HaM paBaH
IIpBe paBaHCKe pedriekcuje duna ogpeheHa jemHO3HAYHO.

Teopema 4. Heka cy r u ry gee poliauuje 0Ko oca Koje cagpace KOOpguHallHU Uoyelludak.
Taga je wuxosa KomMilo3uyuja ro o r poilayuja OKo oce Koja cagpacu KOOPGuHAHU Uoye-
axk.

Iloka3. Heka je H paBaH KoOja cafpXu 0De oce poTamuja r U ro. TakBa paBaH IIOCTOjU
jep cy 1o ycJioBy TeopeMe oOce IIpaBe KOje cagpzKe KOOpOWHATHM modeTak. Ha ocHOBY
IIpeTXOMHe JIeMe UMaMo fa IIoCcToje paBHU FF u Fy TakBe fa je r= SyoSF U g = SF, o Sy, Te
jeroor=Sp,0SHoSyoSF = Sk, oSrjep je SyoSy = Id roe je Id uIeHTUYKO IIpeCINKaBambe.
Kako F u Fy 0dbe cagpke KOOpOAMHATHU Io4eTak (jep campzKe oce poTalyja r 1 ry) OHIa ce
OHe CeKy, Te je Sg, o Sr poTallija OKO IIpaBe Koja CafpXu KOOPAUHATHHU IIOYETaK. O

W3 gokasa mpeTxonHe TeopeMe 3aK/by4dyjeMo Ja UHTYUTUBHO HUje jeJHOCTaBHO 3aKJby-
yuTH rae he dutu oca modujeHe poTrauuje u imita he duTH ciMKa Tauke KOjy KeJMMO [a
poTupaMo, a UCIIOCTaBha Ce Aa je OATOBOp Ha TO NHUTame dWTaH U y OAPYTHM HayKama.
CpepmaoM XIX BeKa UPCKU MaTeMaTrdap XaMUJITOH je yIIoTpedrno KBaTepHUOHE Ia du pe-
IO OBaj IpodIeM.

CBaKOM KBaTEPHUOHY I # 0 MPUOPYKYjeMO jeHO TUHeapHOo MpeciukaBame R,: R3 — R3,
[Ipou3Bo/BbHOj TAYKU P(X,VY,2) y IPOCTOPY ODUMEH3Mje TPU NPUAPYXKYjeMO YUCTU KBaTepHU-
OH Xxi+Yj+2zk (KBaTepHUOH YUjHU je pPeaslHyU Ieo jeqHaK Hyla) Koju hemo Takobhe o3HavaBaTu
ca p. PadyHCKHU ce MOXKe IIPOBEPUTH fia he u mpoussop rpr-! OUTH YKCT KBaTEPHUOH OfI-
HOCHO KBaTepHUOH obnukKa X'i + yj + 2’k, Te My MOXKeMO NPUOPYXKUTU Tadky (X,y.,Z')y
TPOAUMEH3HMOHOM IIPOCTOPY. 3aKCTa, aKo je r = a+ bi+¢j+dk u N = a® + b? + ¢? + d? oupa:

a—bi—-cj—dk

1 . . . .
rpr 7(a+b1+CJ+dk)(x1+yJ+zk)az T i d?

(a+ bi+ ¢j +dk)(xi + yj + zk)(a — bi — ¢j — dk)
(axi + ayj + azk — bx + byk — bzj — cxk — cy + czi + dxj — dyi — dz)(a — bi — ¢j — dk)
—bx — cy — dz) + (ax + cz — dy)i + (ay — bz + dx)j + (az + by — cx)k)(a — bi — ¢j — dk)

(—abx — acy — adz + abx + bcz — bdy + acy — bcz + cdx + azd + bdy — cdx)

b?x 4+ bey + bdz + a*x + acz — ady — ady + bdz — d*x + acz + bcy — ¢*x)i

bdx + cdy + d*z — acx — ¢*z + cdy + aby — b*z + bdx + a*z + aby — acx)k)
(b2x + 2bcy + 2bdz + a®x + 2acz — 2ady — d*x — ¢*x)i

2bex + ¢?y + 2cdz + 2adx — d?y + a’y — 2abz — b2y)j
2bdx + 2cdy + d*z — 2acx — ¢*z + 2aby — b?z + a*2)k).

- zwzwzwzm

((
(
(
(bex 4 ¢y + cdz + adx + cdz — d%y + a®y — abz + adx — abz — b%y + bex)j
(
(
(
(
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OpaBpe cnepu ma je

X = a2 + b2 41_ o2 1 g2 (b%x + 2bcy + 2bdz + a*x + 2acz — 2ady — d*x — ¢*x),
V=@ 41- 75 gz (2box+ ¢’y + 2cdz + 2adx — d*y + a®y — 2abz — b%y),
7' = L (2bdx + 2cdy + d?z — 2acx — ¢?z + 2aby — bz + a®z).

a? + b2 +c? 4 d?

Iedunumemo npecnukapame R,: R3 — R3 momohy R, (x,y,2) = (X, y,2).
y y y

(=, ¢y 2") (z, v, 2)
' R,

HeHyna KBATEPHUOH I He(l)I/IHI/IHIe ImIpeciIvKaBambe R,

JIlema 8. Heka je r = a + bi + ¢j +dk HeHyaa KealuepHUoH. IIpecaukasare R, je anuHeapHo
lipecaukasare WaxKeo ga 3a c8aku HeHy/aa peasHu ckaaap k easwcu Ry = Ry. Baokcu u ga
je Ry uHgepiiubuiHo Upecaukasarbe 4uju je uHeep3 R, 1.

Iloxkas. [Ja ducMo mokasamu fda je R, MUHeapHO IIpeciuKaBake [OBOJbHO je Ja JoKaxKe-
Mo ma Baxu R.(ap) = aR,(p) 3a a € R,p(x,y,2) € R3 u Ry(p1 + p2) = Rr(p1) + Re(p2) 3a
p1(X1,V1,21), P2(X2,V2,22) € R3. Te jemHaAKOCTH Clefie u3:
Rr(p1+ p2) = Rr((x1,¥1,21) + (X2,¥2,22))
=Rr(X1 + X2, Y1 + V2,21 +22) = (X1 + X2)i + (V1 + Ya2)j + (21 + 22)k)r
= (r(x1 +X2)i + 1(y1 + Y2 ) + (21 + 22)K)r™" = (rxqi + rXgi + 1yyj + 1yaj + rz1k + rzzk)r!
= (r(xai+ Y1 + 21K) + r(xai + yoj + 22K)) 1™t = r(xqi + y1j + 1K)~ + 1(xai + yoj + 22k)r
= Rr(x1,y1,21) + Rr(X2,¥2,22) = Rr(p1) + Rr(p2)

Rr(ap) = r(a(x,y,2))r ! = r(a(xi + yj + zk))r !t = ar(xi + yj + zk)r ! = arpr~! = aR(p).
U3 nokasaHe XOMOTE€HOCTH U afUTUBHOCTH CII€IA IMHEAPHOCT MpecuKaBama R;.

IIa dbucmo mokasamnu ma cy Ry ¥ R, UCTa IIpecnuKaBaka, JoKa3aheMo fa ce oHa IOKJia-
ajy Ha CBaKoj Tauku p(X,y,z) u3 momeHa R3. [IpuMeTumo f1a je

1 1
Ryr(p) = krp(kr) ™! = krp 1 = ko rprt = rpr! = Re(p),

; -1 _ _kr_ _ _kf  _ 1 T _ 1,—
IIpU YeMy CMO KOPUCTUIHU Aa je (kr)~+ = W = kZHZHZ = FW =r L
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ITa dbucmo moka3anu fa je R, UHBEP3HO IIpeciIdKaBamke NIpeciuKkaBama R, JOBOJBHO je
IoKa3aTH fa ako je R-(p) = rpr~! oupa je R,—:1(rpr~!) = p. To cnenu us

Roa(rpr Yy =rtrprHrHt=rtrprir=p,

IpH 4YeMYy CMO KOPUCTHUIIU aCOIIjaTUBHOCT MHOXK€eHha KBaTepHUOHAa, Kao ¥ CBOjCTBa (r*l)*1 =
—1 —1
rur‘r=rr-=1. O

Hamomenumo ma Kama je r # 0 M3 goKal3aHOI CBOjCTBA [a 3a CBaKU HEHYyJla peajiHu
ckamnap k Baxu Ry = R, clleu Ja MOXKeMO cMaTpaTH Aa je MoJjla3HU KBaTEPHUOH HOpMe
1 xaga KOpHCTHMO IIpeciuKaBame R, jep he Ham To oyakmaTé padyHe KOju Clefe jep

je y Tom cnyuajy r! = W =T7. Kapma je r = 1, R, je UgeHTUYKO IIpeClIUKaBame jep je

Ri(p)=1-p- 17! = p, kKao u y cnyudajy r=—1 36or R_;(p) = R1(p).
Teopema 5. 3a jeguHUuuyHU KBaillepHUOH T = a + bi + ¢j + dk # +1, Gipecaukasare R; je

polliauuja 4uju je sekitiop oce potuauuje (b,c,d), a yiao poituauuje 6 3agososasa cosO =
2a% — 1.

Iloka3. Joka3 oBe TeopeMe heMo CIpOBECTH y HEKOJIHMKO Kopaka. IIpBo [oKa3dyjemo maa
IpeciuKaBame R, uyBa HOPMY, OMHOCHO [ia 3a CBAKM YHCT KBAaTEPHUOH OOJMKA p = Xi +

Vi + zk Baxu ||[R-(p)|| = |p||. [IpuMeTMO fa Ce HaBeNeHO CBOjCTBO MOXKe JOKa3aTu u de3
mpeTnocTaBke fa je ||| = 1 kopucrehu cBojcTBO HOpMe KBaTepHHOHA |r~ | = 1/||r| jep
BaxKu

IRe(P)Il = lrpr =1 = Irllpllir= = rilir=Hipll = lIPIl-

Iakre, mpecnukaBame R, je ©3oMeTpHja mpocTopa R3, ma Halax)emeM CONCTBEHUX BPE-
HOCTH MaTpHIle OBOT IIpEeCIUKaBama U CKylla GUKCHUX TadakKa IIpEeCIuKaBama, Ha OCHOBY
TeopeMe o KnacudukKanuju n30MeTpHja IPOCTOpa MOKEMO YCTaHOBUTH O K0jOj U30METPHUjU
npocTtopa ce pagu. YicnocTtaBrea ce fa JIUHeapHO IIpecinKaBame R, UMa 3a peanHy Col-
CTBEHY BpemHOCT caMo 1 U fia je cKyn (pMKCHUX Tadaka ITpaBa ca BeKTopoM npasua (b, c,d).
IIpoBepuMoO fa ImpecnuKaBame R, nMa COICTBeHHU BEKTOD (b, c,d) ca COICTBEHOM BpenHO-
ctu 1, ogrocHoO ma je R.(b,c,d) = (b,c,d). Kopucrtehu ma je bi+ ¢j + dk = r— a u ga peanasn
0poj a komyTupa ca KBaTepPHUOHUMA, UMaMo fia je

—1 —1

Ri(b,c,d) =r(r—a)rt = (rr—ra)r! = (mr—ar)r! = (r—a)rr! =r—a = bi+¢j+dk = (b,c,d).

Cagza HaM je 1usb fa Hahemo yrao oBe ocHe poTtaiidje, a To hemo ypaguTty Tako mro heMo
IIPBO ITOTONHO U3adpaTH BEKTOP KOjU je OPTOTOHAJIaH Ha COIICTBeHU BeKTOp (b, c,d). Paznu-
KyjeMo pmBa ciydaja. Y oda ciydaja heMo yrao porauuje Hahu kao yrao usmeby Bekropa

w u R, (w) kopuctehu dopmysny u3 aHanUTHYKe TreoMeTpUje ca CKaJlapHUM IIPOM3BOIOM

cosO = % KOja ce CBOM Ha COSO = % jep cmo Beh mokaszanu ma je R, usome-

TpHUja, OOHOCHO BaXu ma je ||[Rr(w)| = |w]|.
AKo je dap jemaH of b ¥ ¢ pa3NMYUT OF HyJIe OHOa y3MeMo w = ci — bj. OBaj BEKTOp je
HopMaJiaH Ha BekTop (b, c,d) jep je ((b,c,d),(c,—b,0)) = bc — cb = 0. Baxu:
Ry(w) =(a + bi + ¢j + dk)(ci — bj)(a — bi — ¢j — dk)
=(aci — abj — bc — b%*k — ¢*k + bc + cdj + bdi)(a — bi — ¢j — dk)

=(aci — abj — b*k — ¢*k + c¢dj + bdi)(a — bi — ¢j — dk)

—=a?ci + abc — ac*k + acdj — a®bj — ab*k — abc + abdi — ab®k + b3j — b?ci — b*d — ac?*k + bc?j
— c3i — c?d + acdj + bedk + ¢*d — cd?i + abdi + b%*d — bedk + bd?j

(a® —b?% — c? — d?)ci — (a® — b? — ¢® — d?)bj — 2ac*k — 2ab*k + 2acdj + 2abdi

(c(a® — b? — ¢* — d?) + 2abd)i + (—(a? — b* — ¢? — d*)b + 2acd)j + (—2ac? — 2ab*)k

(c(a® — b% — ¢? —d?) + 2abd, —(a® — b? — c? — d?)b + 2acd, —2ac? — 2ab?).
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3aro je:

((¢,—b,0),Rr(w)) c?(a® — b? — ¢? — d?) + 2abcd + b%(a? — b? — ¢? — d?) — 2abcd

cosd = (Vb2 fc2)2 b2 4 ¢c2
2 _p2 _ 2 A2V(P2 o 2
@bt mdNbTRC) 2 p2 =207 (@24 b 4 c? 4 d?) =2a% 1.
b2 + ¢2
Ako je b =c =0 orzma dbupamo w = i. OBaj BEKTOD je HOpMaJiaH Ha BeKTOop (b, c,d) jep Baxu

ma je ((b,c,d),(1,0,0)) = b — 0. Baxu:
Rr(w) = (a+ bi + ¢j + dk)i(a — bi — ¢j — dk) = (ai + dj)(a — dk)
= a%i + adj + adj — d?*i = (a® — d?)i + 2adj.
3aTo je:

cosg — {(1,0,0).Rr(w)) _ ((1,0,0),((a* - d*),2ad, 0))

(V12)2 1

=a®-d?=2a*—(a®* +b* +c* +d*) =2a* -1,

TP 9YeMy CMO KopucTuiu fa je b = ¢ = 0. Y oda ciydaja 3a yrao poTaluje Baxku cos6 =
2a% - 1. O

[Tomohy oBe TeopeMe XaMUJITOH je YCIEO Aa IToBexkKe KOMITO3UIHjy poTalldja ca ornepa-
I[1jOM MHOXK€eHha KBaTepPHHUOHA jep je RoRs = Rys. OBO je jeqHOCTaBHO oKa3aTu jep Vp € R3
Baxu

Ry o Rs(p) = Re(Rs(p)) = Re(sps™") = r(sps™")r " = (rs)ps~'r~! = (rs)p(rs) ™" = Rys(p), (9)

IIPU Y€MYy CMO KOPUCTUIN CBOjCTBO aCOLMjaTUBHOCTY MHOXK€eHa KBaTEPHNOHA U YUHEHUITY
[a je MHBEP3 IIPOM3BOMaA I's jemHak s~ 'r-1. Younmo ma caga MoKeMO TBPOUTH [a Cy Off je-
OIVHUYHUX KBATEPHHUOHA caMO KBaTepHUOHU r= —1 u r =1 Ttaksu Oa je R, = Id. [Ia opyrux
TaKBUX KBAaTEPHUOHA HEMa CJIeJU U3 IPEeTXOOHE TeOopeMe jep je UIEeHTUYKO IpeCIuKaBambe
3ampaBo poTranuja 3a yrao on 0 crenenu, te je cos0 = 2a% — 1, omakie je a? = 1, anu Kako
KBATEPHUOH I = (a,b,c,d) € S3, To o Mopa butu HOopMme 1, a Beh umMamo a = +1, omakie
3ancTa 3aKjpy4dyjemMo ga Mopa dutu r=1umu r= —1.

Beh cMmo npumeTunu ma cy HaM 3a IpoydaBame poTanuja R, JOBO/BHU KBaTEPHUOHU
HOopMe 1. AKO CKyIl KBaTepPHHOHA jeUHUYHE NyXHWHE [TI0CMaTPaMo Kao CKyIl Tadaka y R*
oHpia je To cdepa S°.

Capa kKenmuMoO Aa ycIocTaBuUMO Be3dy usMehy XondgoBor npecnukaBakka h u3 (4) u pora-
uje momMohy kBaTepHuoHa. Heka je Py(1,0,0) jenHa uctakHyTa Tayka Ha cdepu S2. 3a
naty tauky (a,b,c,d) € S3 Heka je r = a + bi + ¢j + dk IpUAPYXKEHN jeNUHUYHY KBAaTEPHU-
oH. Beh cMo Bupmenu Kako jeIMHWYHU KBAaTEPHUOH I feduHUIle poTanujy R, y IPOCTOPY
OVMEH3Mje TPH.

Hedbununuja 5. Xondoso mpecnukaBame u3 S3 y S? je mpeciukaBame KOje jeqUHAYHU
KBaTEePHUOH r npecnukasa y R-(1,0,0) = rir.

YouuMo fma KopeKTHOCT meduHuLIMje ciaenu jep je rir gHopMme 1 30or ||rir|| = ||r|||ill||T] =
1-1-1=1.

Teopema 6. [Tepuruuuja Xoiighoeoi tipecaukasaroa h us (4) u gepuHuyuja gatia ca r > rir
cy mebycobHo ekgusaieHIHe.

Hoka3. 3ar=a+ bi+cj+dk je

rir = (a + bi+ ¢j +dk)i(a — bi — ¢j —dk) = (ai — b — ck +dj)(a — bi — ¢j — dk)
= a’i+ ab — ack + adj — ab + b%i + b¢j + bdk — ack + bcj — ¢%i — cd + adj + bdk + cd — d?i
= (a® + b? — ¢* —d?)i + 2(ad + be)j + 2(bd — ac)k.
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OBaj KBaTEePHUOH IIPECTaBba eneMenT (a’ + b? — ¢ —d?,2(ad + bc), 2(bd — ac)) Ha chepu
S?. OBuUM CMO [0Ka3asu fa Cy faTe ase mebuHunmje XorndoBor mpecirkaBamba u3 chepe
S3 y chepy S? exBuBaieHTHE. O

Xon@doso npecnukaBame h cnmukary P=R,(1,0,0)

YMecTo cost + isint hemo mucatu e. Y memu 5 cMO MoKa3aly [a je MHBEpP3HA CJIMKa
MPOU3BOJbHE TauKe P(p1, P2, p3) npu XomndoBoM mpecinukaBawy h, OGHOCHO h=1(P), kpyr y
S3. Kako je {e'" : 0 < t < 2m} KpyT TO je MOBOJBHO HOKa3aTu fa je {e’ : 0 <t < 2m} C
h=1(1,0,0) ma 6u Baxumo h—1(1,0,0) = {e'* : 0 < t < 2m}. To Baxwu jep 3a t € [0, 211] UMamo

h(e') = elieit = e'tie~"* = (cost + isint)i(cost —isint) = (—sint + icost)(cost — isint)

= —sintcost+isin®t+icos’t+ costsint =i= (1,0,0).
CnuuHo 3a Tauky (—1,0,0) umamo mnaje h~1(-1,0,0) = {ke’ : 0 < t < 2m} jepje h~1(-1,0,0)
Kpyr u 3at € [0, 211] Baxku
h(ke't) = ke'tikelt = ke'lie"*k = k(cost + isint)i(cost — isint)k = k(—sint +icost)(cost — isint)k
= k(—sintcost +isin’t+icos*t+ costsint)k = kik = j(—k) = —jk = —i = (—1,0,0).
Ckyn h—!(P) nasuBamo dudpa Xomndosor npecnukasBawa h Hang P u Beh cmo mokasanu ma
cy To Kpyrosu Ha cepu S3. IIpumeTrumo u fa cy ¢udpe XondoBor npecnrkaBama h Haf

pa3nuuuTtuM Tadkama P; u P, MebycodHo mucjyHKTHe jep ako du mocrojajiia HeKa Tadka
m Koja ce Hana3u y ode ¢pudpe, onnma d6u h(m) dumno u P, u P, miTo HUje Moryhe jep je Py # P;.
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6 IlonymaBame mpocTopa R3 ylaHYaHMM KpyroBHMa H
IIpaBOM

[TokymajMo ma pemmmo cinefehu mpodsieM Koju heMo mocTaBUTH ¥ 00JIMKY MO3Traiulle.

Mogsranuna: Kopucrehu qucjyHKTHE KPyroBe | jeqHy IpaBy IIOIyHUTH IpocTop R3 Tako
Ila je CBaKU Ilap KPyrosa ylaH4YaH ¥ fa IpaBa IIPojla3yd KP0o3 YHYTPAIIKkOCT CBAKOT Kpyra.

I[IBa kpyra cy yJIaH4aHa aKO CBaK¥ O HHUX Cede paBaH OPYyror Kpyra TayHO [Ba IIyTa,
jemHOM y YHYTPAIIKkOCTH, @ OPYTH YT Y CIIOJhalllhOCTH APYror Kpyra. TexuHa oBe Mo3ra-
JINIlE je IIITO KPYyroBU Tpeda ma dyny ynaHdauHu. bes oBor yciioBa II0CTOjaio du jefHOCTaBHO
pelieme rOe dUCMO MMaU HacjlaraHe KOHIIEHTPUYHE KPYTroBe YUjU CY LIEHTPU Ha IIpPaBoj
Kao Ha HapedHOj CIUIIH.

Jenan HauMH ga ce npocTop R3 momyHu nmoMohy OKMCjyHKTHHX KPYroBa U je[He IpaBe

Y perraBakby IOMEHYTOT IIpodieMa KopuctuheMo reoMeTpUjcKy KoHGUrypauujy budpu
Xomndosor npecinrkasama h y chepu S3. [Ta ducmo pemmny gaTy Mo3raauily momohy Xom-
¢oBor npecnrukaBama pa3MOTPHUMO IIPBO KOje OCHe poTallije CIuKajy maTy Tauky A y gaTy
Tauky B. [lakie, 3aHMMa HacC [ia 3a [Be AaTe Tauke A U B Ha S? omuieMo HeKe IMOrOgHe
OCHe poTalyje Koje cinukajy A y B. IIpBo yo4uuMo KpPyKHU JIYK BEJIUKOT Kpyra Koju cIiaja
Tayke A U B U IpUMeTHUMO Ja BeroB u300p HUje jeIUHCTBEH, n3adeprMOo MambU U 03HAUYUMO
ra ca AB. Ako je R ocHa poTalldja Koja C/IMKa TadKy A y TadyKy B OHa cBaka TadKa 0Ce
poranuje R nMa 0ocOOMHY Oa je jeqHaKO ymajbeHa off Tadaka A u B, Te je oca poraumje R
MIOJICKYII CHMeTpaJiHe PaBHU OyXu AB, a Ta paBaH cede chepy S? 10 BEIMKOM KPYTy KOju
II0JIOBH JIyK AB, Te 3aTO oca poTaluje Koja cede chepy S? cede BeNMKHU KPYT KOjH IIOJIOBU
JIyK AB.

Benuku Kpyr KOju MOJIOBU YK AB
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Y okBuUpY OBOT BEJIMKOT KpyTra IIOCTOje OBE OCe poTalyje 3a Koje je jeDHOCTaBHO Oa Cce
u3padyHa yrao poramnuje. [IpBa Taksa je oca poTaluje Koja campxu cpeguinte M nyka AB
u neHTap cdepe O u Tafga je yrao poranuje jemHak n. HazoBumo oBy potauujy R;. Ipyra
IOrofHAa OCa poTallyje je mpaBa HOpMaliHa Ha BekTope v = OA u w = OB u Taga je yrao
poralnuje 3anpaBo yrao u3Mehy BekTopa v U w u Baxu cosf = (v,w) jep |lv|| = |w| = 1,
v,w € S?. Ha3oBuMO OBy poTaluujy Ry.

E

IIBe potanuje R; u R, Koje clukajy Tauky A y Tauky B

ITocmaTpajmo capa crnenujanaH ciydaj kapa je A(1,0,0) u B = P rae je P npou3BoJbHA
Tauyka ca chepe S2. Onma potaimje Ry u R, cimukajy Tauky (1,0,0) y P u 3HaMo fa Cy yriioBu
oBUXx poranuja R; u R, jemHaku penoM 11 u 0 rge je cosO = ((1,0,0), (p1,p2.p3)) = p1 HOL
IIPEeTIOCTaBKOM Ja Cy KoOopauHaTe Tauke P(p1, p2, p3). Kako umamo oce u yriose poranyja
R; m R, MoxkeMo Hahy KBaTepHUOHe 'y U I'; Takse fa je Ry =R, u R, =R,,.

Teopema 7. 3a gaity wauky P(p1,p2, p3) € S? Wakay ga je p, # +1 KeailiepHuoHu Tomohy
Kojux ce moly Upegciiasuiiu powauuje R1 = Ry, u R, = Ry, cy gaiu ¢popmyaama:

1
r = —=————=((1+ p1)i + p2j + p3k),
2(1+p1)

1+p ( —paJ p2k )
ry = 1 .
2=V 2 U T T
Hoxa3s. TIporabumo npBO KBAaTEPHUOH 'y = d; + b1i+ ¢1j + d1k Koju onrosapa poranuju R; .
Ha ocuoBy TeopeMe 5 umMaMmo fia je cos I = 2a3 — 1, ogakie je —1 = 2a? — 1 ogHOCHO a; = 0.
3uamo ga je (by,c1,d;) BekTOp oce porauuje Ry u ||| = 1 ogHocHO b? + ¢? +d? = 1. Oca
poranuje Me mpaBa Koja cagpxu tauke O(0,0,0) u M npu yemy je M cpemuiniTe jiyka AP

u BekTOop OM je jemmuuuHu jep M € S?. JacHo je ma mpaBa OM cafpxu u cpeguinte M’
nyxu AP 4nje Cy KOOpAUHATE (145”1, Otp 0;”3) = (“51’1 2, %) na je M (A 14p 2p; %) u

2 2 2
A TpaxuMOo U3 yCJIoBa (Alg—pl) + (AZﬂ) + (%) =1jep M e S2.

2 2 2 2
OpnaBme uMamo fa je: 1 = A2 ((12”1) T (%)2 + (”23)2> =A% (Hz’iﬂ +%2 4 %) IIITO TIOCJIE

MHOXKema ca 4 mocraje Az(l +2p1+p?+p2+p2) = 4. Capa uckopuctumo fa P(py, p2, p3) € S2,
na je p? + p? + p? = 1, omaxye je A° = 2;*—2’71, a KakKo BaxXku pacropen tadaka (O,M’,M) To

jeA >0, majed = ﬁﬁ. 3ato je (by,c1,d;) = OM = 143,;1 (12”1,%,%) = \/ﬁ(l +

1

. _ . 1 . 1 _
pP1,P2,P3) YUMe CMO OoKa3anu jajer, = 0+ 72(1+p1)(1 +p1)i+ 7mp2] + 7\/mp3k

\/ﬁ((l + P1)i + p2j + p3k).
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[Tponabumo cama KBaTepHUOH I, = ap + byl + €j + dyk Koju ogroBapa OCHOj poTalnuju
R,. Ha ocuoBy Teopeme 5 umamo fia je 2a3 — 1 = cos 0 = p;, ogakne je a3 = 5P u kako
cMo Beh BUpenu ma KBaTEPHUOHU ', U —I, OApehyjy UCTYy OCHY poTalujy To be3 yMamema
OIIIIITOCTY MOK€EMO IIPETIIOCTABUTH a je d, > 0 OOHOCHO dp = \/”Zi. Oca poranygje R, uma
BEKTOD KOju je OpTOTOHA/IaH Ha BEKTOPEe Oﬁ u (jg OOHOCHO Oj X @ =(1,0,0)x(p1,p2,P3) =
(0,—p3,p2) ¥ 3aT0 Baxu mOa je (by,cz,dz) = A(0, —p3, p2) Opu demy je A > 0 jep cy BeKTOp
OA x OP 1 BEKTOD KOjU TPazKuUMO KOJIMHEeapHU U UCTO YCMEPeHU U |rz|| = 1 Te je 12& +2A%.

0°+2°p2+2°p2 = 1 ommocHo A% (p2+p?) = 1 — L4P1 mto ce xay mckopucTumo p? 4 p2 +p% = 1

ceomu Ha A%(1 — p?) = 15P1. Onmaspe mmamo ma A% = FTip LITO ce 360r A > 0 cBOAM Ha

A= ﬁ. [TpuMeTHMO fa HeMaMo Jejbelke ca HyJIoM jep je pi # +1 36or mpeTnocraBke
1

TeopeMe. OpaBae 3aKJby4dyjeMo fa je

. 1+p; 1

; 1 . 1
R T RV T - LG AV T e L

1+P1( —p3j p2k )
V2 T1ip T 1am

Heka cy 3a npousBoibHY Ta4ky P(pi,p,p3) TAKBy fa p; # +1 KBaTEpPHUOHW I'y U I’
feduHUCAHY KAo y IPETXOAHOj Teopemu. Kako je {rie'* : 0 <t < 2m} Kpyr TO je MOBOJbHO
mokasaTtu fa je {rie'* : 0 <t < 2m} C h*l(P) oa ducMo ompenuiu h*l(P). 3a0<t<2m
Baxu

O

h(riet) =ryetir et = rieltie”'ry = rie'ti(cost —isint)r; = ry(cost +isint)(sint +icost)r;

=ri(costsint + icos®t+isin’t — sintcos t)yr1 = rir; = h(r;) =P,
r[ie IOCJIefilha jefHAKOCT BaXK¥ jep OCHa poranuja Ry, cinuka tadky (1,0,0) y P. Cnu4Ho,
bubdpy h~1(P) MoxkeMo mapaMeTapCKy BUOETH Kao Kpyr y R* momohy {re' : 0 < t < 2m}.

Kako cMo paHwuje mokasanu ma je h~1(P) Kpyr To je JOBOJBHO [OKa3aTw fa je {re: 0 <t <
2} ¢ h=1(P). Tlpumetumo ma 3a 0 < t < 211 BaX#u
h(ryet) = retireit = reltie™'r, = relli(cost —isint)r, = ry(cost +isint)(sint +icost)r,
=ry(costsint + icos®t +isin’t — sintcos t)yr; = rpir; = h(rp) =P,

rIe IIoCllelma jeJHAKOCT BaXKHU jep OCHa poranuja R, cnuka tauky (1,0,0) y P. Panuje cmo
ompenunu u pudpe h=1(1,0,0) ={e*: 0 <t <2m}uh1(-1,0,0) = {ke* : 0 < t < 2m}.

OsuaumMmo ca s crepeorpadcky mpojeknujy u3 S3\{(1,0,0,0)} y R? koja ciuka Tadky
(W,X,y,2) y TaUKY (125, 75 1= )+ Tana je

soh™1(1,0,0) =s({et: 0 <t <2m}) ={s(e"): 0 <t <2m} ={s(cost,sint,0,0):0 < t < 2m}

:{<Smt,o,o) :0§t§2n},
1 —cost

OOHOCHO X-0Ca, JIOKje

soh™1(-1,0,0) = s({ke™ : 0 <t < 2m}) = {s(ke) : 0 < t < 2m} = {s(k(cost +isint)): 0 < t < 2m}
={s(jsint+ kcost): 0 <t<2m} ={s(0,0,sint,cost): 0 <t <2m}

0 sint cost .
={(10,10,10> .0§t§2n}:{(0,smt,cost).0§t§211}

jeOVHWYHY KPYT Y Y2 PaBHU.

20



Teopema 8. 3a ceaky wiauky P(py, p2, p3) € S? pazauuuity og (1,0,0) u (—1,0,0)je sch—1(P)
kpyl y R3 Koju ceue yz pasaH y iiauHo gee tiauke A u B lipu uemy je jegHa yHyitap, a gpyia
8aH jeguHUYHOI Kpyla y yZ pasHu.

Iokas. 3a Npou3BOJbHY Tauky P(pi, P2, p3) € S? pasmuuuty of (1,0,0) u (—1,0,0) je:
soh™}(P)=s({ret:0<t<2m})

sl (14 py)i+ paj+ psk)(cost +isint): 0 <t<2mb |,
2(1+p1)

a Kako je
———————((1 + p1)i+ paj + p3k)(cost +isint)
2(1+p1)
_(1+p1)costi_(1+p1)sint pa2cost . p2sint K p3cost K p3sint

20+p) V2(0+p1) V20 +p1) V20 +p) V20 +p1) V2 +p1)
_( (1+py)sint (1 +pi)cost ppcost+ pssint p3cost—pzsint>

V20 +p1) V20 +p1) V2(0+p) 21 +p1)
u
7(1 +pi1)sint (1+ py)cost ppcost+ pssint pszcost— pysint
Vv2(1+p1) ’ V2(1+p1) ’ V2(1+p1) 7 Vv2(1+p1)
(14p;y) cost p2 cost+pssint p3cost—pysint
V2(1+p1) V2(1+p1) V2(1+p1)
- 1+ (14+pq)sint’ 1 (14+py)sint’ 1 (1+py)sint
V2(1+p1) V2(1+p1) V2(1+p1)
B (14 p1)cost p2cost+ p3sint pscost— pysint
21 +p1) + (1 4+ py)sint’ \/2(1 +p1) + (1 + py)sint’ \/2(1 + py) + (1 + py)sint
TOje Sohfl(P) _ (14py)cost p2 cost+pssint p3 cost—py sint L0 <t<2m
V21 4p)+(L+py) sint’ \/2(1+p)+(1+p1) sint” \/2(1+p)+(1+py)sint )~ = 7 '
[TpumeTtumo ma je h—!(P) kpyr Ha cdepu S koju He campxu (1,0,0,0) jep ma je camp-
. _ (1+py)sint (1+py)cost __ pp cost+pssint
KU HOCT(?J&J‘[O ou 0 < t < 2m TakBo Ja Jadioy 1, iG] 0, 42\/2(1T;1 - = On
% = 0. Kako je mo mpeTnocTraBiu p; # —1 To Mopa 6utu cost = 0, p3 = 0 u
1
p2 = 0. Amu P(p1,p2,p3) € S?, Te 6u mopaso dutu p? = 1 ogHOCHO p; = 1 wim p; = —1

IITO je y KOHTPAAWKIIKjU Ca IOJa3HoM IpeTnocTaBkoM. Kako je h—!(P) kpyr Ha chepu S3
Koju He campxu Tauky (1,0,0,0) To mo paHHje moKa3aHOM CBOjCTBY cTepeorpadcke mpo-
jekiuje 3Hamo ma je s o h—1(P) kpyr y R3. Tauke y kKojuma Kpyr s o h—1(P) cede yz paBaH

1 _ 1+p;i)cost
(0] e €eMO TaKO IIITO OJOoOaMoO VCJIOB X = O, OIOHOCHO IIPBa KOO HMHaTa (
Apeby) popaMo y R p P V2P +(Lhpr)sint

Mopa duTu Hyna. 30o0r mpeTmocTaBKe Aa je p; # —1 omaBme crnenu ga je cost = 0, a Ka-
kKo 0 < t < 2@ To HaM ocTaBiba ABe MoryhHocTu 3a sint u To cy +1. 3aTo mocToje OBe

mpeceyHe Tayke Kpyra s o h~1(P) u yz paBHH 4 OHe Cy A (O, \/2(1+§13)+1+p1’ \/2(1+_pl1)§+1+p1> u

B(O —Ps P2 . Kako cy 0be Tauke y yz paBHH, Ja OMCMO YCTaHOBUAIIA
< ’¢2<1+p1>—<1+pl>’¢2<1+p1>—<1+p1>) y yyzp A y

Ia U Cy OHe YHyTap WM BaH jeOUHUYHOT KPyTa y yZ paBHU, IOBOJBHO je JoKa3aTH [a Cy
HOopMe ||OA| u ||OB|| mame unu Behe of 1.
2 2 2
Mmamo u |OA|? = Py tp3 = 1-pi - 1-p 1ie
1OAl V14+p1(V2=\/1+p1))>  (14p)2+14p1—-2/2(1+p1))  3+p1—-2/2(1+p1) > LIep
Baxu Aa je 3+p1 —2v/2(1 +p;) = (V2—+/1 + p1)? > 0, Te MOKeMO TOMHOXUTHU 06e CTpaHe
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HejegHAKOCTU Ca TUM Hu3pa3oM u pmodujamo 3 + p1 — 21/2(1 + p1) < 1 — p; mTO je eKBUBa-
JIEHTHO ca 2 + 2p; < 24/2(1 + p;) mTo je TauHa HejegHAKOCT jep je 1 + p1 < +/2(1 + p1)
omHOCHO +/1 + p; < V2 360r p; € (—1,1). [lakie, Baxu ||Oj\| > 1 Te ce TauKa A Hana3u BaH
jeIMHUYHOT KpyTra y yZ PaBHU.

Baxu |OB|? = P34 = 1-pi = 1Dy < 1 jep uma-
V1P (V24+/14P1))2 — (14p1)(2+14p142y/2(14p1))  3+p1+2+/2(1+p1)

Mo ma je 3+p1+2+/2(1 + p1) > 036or p; € (-1,1) (jep je p? +p3+p2 = 1), ma MO2KEMO IIOMHO-
XKUTHU 00e CTpaHe HejeqHAKOCTHU ca TUM u3pa3oM u godujamo 1 —p; < 3+p; +2+v/2(1 4+ pq)
IITO je eKBUBAJIEHTHO ca —1 — p; < +/2(1 + p;) 1ITO je TauHa HejegHaKoOCT jepje —1—-p; <0

u+/2(1+ p;) > 0. Dakne, Baxu ||Cﬁ|\ < 1 Te ce Tauka B Hama3uW yHyTap jefUHUYHOT KpyTa
Yy yZ paBHHU.

O

W3 mokasa ONpeTXOOHE TeOpeMe 3aKbyuyyjeMo [a je 3a IPOU3BOJbHY Tauky P(pi1,pa,p3)
Koja je pasnmuuuTa of (1,0,0) u (—=1,0,0) kpyr s o h~—!(P) ynan4aH ca jeqUHUYHUM KPyroM
Y yZ paBHHU.

IIpojekToBaHa pudpa cede jeqUHUYHU KPYT y yZ PaBHU y TauykamMa A u B

Teopema 9. IIpasa koja lipegciliasma x-ocy ceve YHYPAWHOCT c8akol 0g Kpyloed s o
h=1(P) 3a P(p1, p2, p3) Wakeo ga py # +1.

Hokas3. 3 moka3a TeopeMe 8 mMokeMO IPUMETHUTH U Ja Tadyke A U B npumnagajy mpasoj
Kpo3 KOOPI[I/IHaTHI/I rmoyeTak 4uju je BeKTop npasna (0, ps3, —p2). 3a Tauky M ca nyxu AB

Baxxu OM = AO? + (1 - A)Cﬁ OIOHOCHO

oM =2 [0 ps3 —P2
V2A+p)+ 14+ V20 +p)+ 1+

(1) (0, ps | P2 >
V2(1+p1)—(1+p1) Vv2(1+p1)—(1+p1)

_<0 2AV2 = V2 — /T p)psV/I+p1 (—2AV2+ V2 + /1 + p1)p2y/1 +p1>

(1 +p1)(1—-p1) ’ (1 +p1)(1—-p1)

npu yeMmy A € [0, 1].
[TpuMmeTuMO fa 3a A = @;7 w € [0,1] nodujamo ma my=x AB cagpzKu KOOPOWHATHU II0-
YyeTax, I1a KaKo U X-0Ca CaJp>K¥M KOOPOUHATHU II0YEeTaK TO X-0ca dap ceue nyxK AB OmHOCHO

Hap mpoaupe paBaH Kpyra soh~!(P) y yHyTpalllkOCTH jeIMHUYHOT Kpyra y yz paBau. OcTa-
je jorr camo ma mokaxemo fia Huje Moryhe fla x-oca YuTaBa IpuIiajga paBHY Kpyra Soh~!(P)
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jep Kako campKu Tauky Oyx)u AB To 6u 3HaumIIo ma oHa Mopa cehu Kpyr so h~1(P).

AKO S o h_l(P) _ (14+py) cost p2 cost+pssint p3 cost—py sint S0<t<2m
V2(+pD)+(1+p1) sint’ \/2(1+p1)+(1+p1) sint’ 4/2(1+p1)+(1+p1) sint - =
cafIpXM TauKy ca X oce, TIoCcTojaso ou t € [0, 21] 3a Koje BaxkHu fa je —eostipasint__ _ oy

V2(1+p1)+(1+py) sint

pscost—pysint_ _ () Opaspe je p, cost+pssint = 0 1 p3cost—p, sint = 0, Ta HAKOH MHO-

V2(1+p1)+(1+py) sint
Kema IIPBe jeJHa4YnHe ca Cost, a gpyre ca — sint cabupameM fodujamo pz(cos2 t+sin? H)=0
OOHOCHO p, = 0. 3aMeHOM y IOMEHYTe [ABe jemHaumHe godujamo pzsint = 0 u pscost =0,
opaksie je jacHO ma mMopa outu p; = 0, anu 360r P(py,p2,ps3) € S° Baxku p? + p3 + p% =1
Tj p7 = 1, WTO je y KOHTPAAUKIMjX Ca NMPETIOCTAaBKOM Aa p; # +1. Jlakje, OBEM CMO
IOKa3aJiy fa X-0Ca 3aKcTa MPoJia3d KPo3 YHYTPAIIKOCT CBAaKOI Of Kpyrosa s o h—1(P) 3a
P(p;1,p2, p3) TakBoO ma p; # +1. O

Teopema 10. Cesake gee ilipojekitiosaHe ¢pubpe Xoiihosol lipecaukasarea cy yadHUYaAHe,
0gHOCHO 3a cedke gee pasauvuite wayke P(p1,p2,p3) u P'(p}, p,, p5) Wakee ga je p1 # +1
u py # +1 sascu ga cy kpyiosu soh=1(P) u so h=1(P') yaanuanu.

Ilokas. 1a 6ucMo goKas3anu Ja Cy IPOM3BOJbHE [Be IIpojeKToBaHe ¢pudpe XormdoBor mnpe-
cnuKaBama h ylnandaHe, OqHOCHO KpyroBu C = soh™1(P)u D = soh~!(P') ynaH4aHu, yOUrMO
HENPEeKUIHO WHjeKTUBHO IpeciuKaBame u3 R3 y R3 koje cnuka kpyr C y jeIMHUYHYA KPYT
C’ v yz paBHY, a D y HeKy Opyry npojekroBary ¢pudpy D’, roe je D’ kpyr. Kako cmo Beh
mokasanu Teopemy 8 Koja HaM rOBOpHU fa je Kpyr D’ ynmaHdaH ca jefMHUYHUM Kpyrom C’
Y yZ paBHH, jaCHO je ga u nosa3Hu Kpyrosu C u D Mopajy duTu ynaHdaHu, a dOu Kpyrosu
OCTaJIu yJlaH4YaHY ¥ HAaKOH [IejCTBa HEIIPEKUIHUM OUjeKTUBHUM IIpECIIMKaBamkbeM. O

C’

D D’

Axo cy cnuke C' u D’ kpyrosa C u D 1pu HEIPEKUOHOM OUjeKTUBHOM IIpECINKaBamby
ynaH4aHe, oHga u C u D Mopajy duTu yjiaH4YaHU

OBUM CMO pelInId MO3rajully HaBedeHy paHuje Kopuctehu crepeorpadCcke IpojeKIu-
je dudbpu Xomdosor npecnukasama h u3 chepe S3 y chepy S? Tako WITO HAM IPOCTOP
R3 nonymasajy Xomndose pudpe Koje cy mpojekrosaHe y R3 momohy crepeorpadcke mpo-
jekimje, a Te ¢pudpe cy mpasa s o h—1((1,0,0)) Koja mpencTaBba X-0Cy, jeMUHUYHU KPYT
soh~1((-1,0,0)) y yz paBHu u Kpyrosu s o h~1(P) 3a P(p;,p2, p3) TakBe ma p; # +1 Koju cy
yJlaH4YaHU Ca jeIUHUYHUM KPYTrOM y Yz paBHH, anu u MehycodHo. [Jokazanu CMO fga x-oca
IPOOUpe KPO3 YHYTPAIIEKOCT CBAKOT Ol KPYIOBa YMMeE CMO HUCITyHUJIM CBE 3aXTeBe MO3ra-
JIUlle U UIYCTPOBAJIU jelHYy HeoueKUBaHy npuMeHy XomndoBor nmpeciaukaBama h us cdepe
S3 y chepy S? y mpobiemy nonymasamka npocrtopa R3 momohy ynaHYaHuX KPyrosa U jefHe
pase.
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Crepeorpadcke mpojekiuje Xomnbosux Gubdpu cy yraHdanu Kpyrosu cem so h—1((1,0,0))
KOju je IIpaBa Koja ceye YHyTPaIlIkOCT CBAKOI Kpyra
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7 3ak/bydak

YV pafy je pellleH mpodiieM momnymhaBamka IpocTopa R3 KopulthemeM OUCjYHKTHUX KPY-
TOBa U jeqHe IIpaBe TaKO Ja Cy CBakKa IOBa Kpyra yjlaH4aHa U Aa IIpaBa IIpoja3u Kpo3 YHY-
TPaIIKkOCT CBAKOT Kpyra. TexXxwuHa mpodrieMa je mTo Kpyrosu Tpeda ma dymy yiaH4YaHU.
Iedbunrcane cy BullleguMeH3UO0He chepe S™ Koje ce Hajase y eyKJIUOCKUM IPOCTOpHUMa
R+

Omnwucana je crepeorpadcka npojekirja Koja HaMm omoryhasa fa chepy S™ mpecinmukamo

y mpocTop R", cnenujanHo chepy S? y xy paBad. CnuyHo je gedunucana crepeorpadcka
mpojeknuja s ca chepe S° y eyKIMACKHE IPocTop R3.
IaT je KpaTak UCTOPUjCKH IIPETJIEN 0 HaCTaHKY KBaTEPHUOHA, HaBeeHa Cy lbUX0Ba OCHOB-
Ha CBOjCTBa, Kao U Be3a ca TPOOUMEH3UOHOM I'eOMEeTPHjOM KOjy je OTKPUO UPCKU MaTeMa-
tuyap XaMunTod 1835. rogune. Jedunucaso je XondoBo npeciukaBame U3 S° y S? kao
npecnukaBame h : S3 — S? 1 mokasaHO je KakBa je Herosa Be3a ca OCHHM poTalldjaMma y
TPOOUMEH3UOHOM IIPOCTOPY MOMOhy KBaTepHUOHA.

Y papy cy ucnutuBaHe ctepeorpadcke npojekiuje hpudpu XomndoBor npecirukaBamba h
¥ M0Ka3aHo je ma je soh~1(1,0,0) mpasa Koja mpeacraeba x-ocy, soh~1(—1,0,0) jenuHuYHA
KPYT Y YyZ PABHU U 1a Cy Kpyrosu s o h—1(P) 3a P(pi,p2,p3) € S? u p; # +1, ylnaH4aHu ca
jeIMHUYHUM KPYTrOM y Yz paBHH, anu u MehycodHno. [JokasaHo je ma x-oca MpPOOUpPe KPo3
YHYTPAIIEHBOCT CBAKOT O KPyrosa s o h—1(P) 3a P(py,p2,p3) € S? u py # +1.

[TpobneM npeacTasbamka R Kao yHUje OUCjYHKTHUX yIaHYaHUX KPYroBa U jefHe IIpaBe
pelleH je kopulithemeM cTepeorpadckux npojekiuja ¢udpu XomndoBor npecankaBama h
u3 cepe S3 y chepy S?.
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