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1 Увод
У основној школи смо научили како изгледају круг у равни и сфера у простору

димензије три, а у овом раду приказаћемо како помоћу тродимензионе сфере S3 у
простору R4 можемо попунити простор R3.

Прво ћемо дефинисати сфере у просторима димензије n, а затим ћемо описати пре-
сликавање које пресликава n-димензиону сферу у еуклидски простор димензије n. То
пресликавање се назива стереографска пројекција. Први ју је изучавао математичар
Птоломеј пореклом из Александрије, а користили су је и Грци из хеленистичког до-
а у конструкцији астрономског инструмента астролаа. Стереографска пројекција
има ројне примене у картографији, геологији, кристалографији и контроли авион-
ског саораћаја.

Затим ћемо дати кратак преглед о настанку кватерниона које је открио ирски мате-
матичар Хамилтон 1835. године док је шетао са својом женом преко моста у Ирској.
Познато је да су осне ротације значајна пресликавања у геометрији и да је важно
питање шта је композиција две осне ротације чије се осе секу. Користећи својства
кватерниона Хамилтон је повезао композицију осних ротација у простору са множе-
њем кватерниона чиме је знатно олакшао пролем налажења осе осне ротације која
се доија као композиција неке две осне ротације.

1931. године немачки математичар Хајнц Хопф је открио једно непрекидно пре-
сликавање h из сфере S3 у сферу S2 такво да је инверзна слика (праслика) произвољне
тачке са сфере S2 велики круг сфере S3. Испоставља се да су за P ̸= (1,0,0) кругови
h−1(P) на сфери S3 такви да су њихове стереографске пројекције кругови у просто-
ру R3, док је стереографска пројекција h−1(1,0,0) x-оса у простору R3. Геометријска
својства тих стереографских пројекција су детаљно истражена у раду и показано је
да имају занимљиву визуелизацију у R3.

У раду су искоришћене стереографске пројекције h−1(P), за P ∈ S2, да и се попу-
нио простор R3 помоћу кругова и x-осе. При томе x-оса продире раван сваког круга у
унутрашњости тог круга и свака два круга су уланчана, односно један круг продире
раван другог круга, једном у унутрашњости, а други пут у спољашњости тог круга.
На тај начин су наизглед независни математички појмови стереографска пројекција,
Хопфово пресликавање и кватерниони повезани и решен је пролем раслојења про-
стора R3 помоћу кругова и једне праве.

Стереографске пројекције неких праслика Хопфовог пресликавања
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2 Стереографска пројекција
Стандардну јединичну сферу димензије 0 означавамо са S0 и она представља пар

тачака односно два реална решења једначине x21 = 1, а то су x1 = −1 и x1 = 1 и оа су
на удаљености 1 од координатног почетка на правој. Зато можемо писати S0 = {−1,1}.

Стандардна јединична сфера димензије 1 се означава са S1 и то је скуп тачака у
равни које су на истој удаљености 1 од фиксираног центра (0,0), а то су заправо ре-
шења једначине x21 + x22 = 1.

Стандардна јединична сфера димензије 2 се означава са S2 и то је скуп тачака у
простору које су на истој удаљености од фиксираног центра (0,0,0), а то су решења
једначине x21 + x22 + x23 = 1. Када се не нагласи димензија сфере мисли се на сферу S2
која представља границу лопте у простору R3. Велики кругови су кругови на сфери
који се могу представити као пресеци равни које садрже центар сфере са сфером.

Лево: сфера S0, у средини: сфера S1, десно: сфера S2

Проширујући овај концепт долазимо до појма вишедимензионе n-сфере Sn.

Дефиниција 1. Стандардна јединична n-сфера у ознаци Sn (у наставку рада n-сфера)
је скуп тачака (x1,x2, ...,xn+1) у Rn+1 за које важи

∑n+1
i=1 x2i = 1.

Иако је вишедимензионе сфере теже визуелизовати, геометријска интуиција нам
говори да је Sn скуп тачака из Rn+1 чија је удаљеност од координатног почетка једна-
ка 1. Сфере S0, S1 и S2 можемо визуелизовати, али пролем настаје већ код сфере S3
јер се она налази у простору R4. Пролем визуелизације сфере S3 исмо могли реши-
ти да се налази у простору R3. Искористићемо стереографску пројекцију коју ћемо
прво описати у случају када сликамо сферу S2 у xy раван. Замислимо да је извор све-
тлости постављен у северни пол односно у тачку (0,0,1). Тада ова пројекција шаље
тачку P са сфере S2 у пресечну тачку светлосног зрака из северног пола кроз тачку
P са равни xy. Приметимо да за тачку (0,0,1) нема смисла дефинисати њену слику
примењујући описани поступак, што је разлог да извршимо рестрикцију домена сте-
реографске пројекције на скуп S2 \ {(0,0,1)}.
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Стереографска пројекција

Теорема 1. Сереорафска ројекција из скуа S2 \ {(0,0,1)} у ску R2 је реслика-
вање оисано формулом (x,y, z) 7→ ( x

1−z ,
y

1−z ).

Доказ. Права која представља светлосни зрак који дефинише стереографску пројек-
цију садржи тачке P(x,y, z) и (0,0,1), те је њена једначина X−0

x−0 = Y−0
y−0 = Z−1

z−1 = t, односно
X = xt, Y = yt и Z = (z−1)t+1, где је t ∈ R. Тражена слика тачке (x,y, z) при стереограф-
ској пројекцији је заправо тачка ове праве чија је трећа координата Z једнака нули,
односно (z− 1)t+ 1 = 0, одакле је t = −1

z−1 = 1
1−z при чему немамо дељење са нулом јер

је домен стереографске пројекције S2 \{(0,0,1)}. Зато су прве две координате једнаке
X = x

1−z i Y = y
1−z чиме је доказано да је стереографска пројекција описана формулом

(x,y, z) 7→ ( x
1−z ,

y
1−z ).

Теорема 2. Пресликавање из R2 у S2 \ {(0,0,1)} инверзно сереорафској ројекцији
је оисано формулом (a,b) 7→

(
2a

a2+b2+1 ,
2b

a2+b2+1 ,1− 2
a2+b2+1

)
.

Доказ. Да исмо нашлиформулу за инверзно пресликавање којеR2 слика у S2\{(0,0,1)}
треа да за дату тачку (a,b) из равни нађемо координате (x,y, z) тачке са S2 која
се при стереографској пројекцији слика у тачку (a,b). То ће ити пресечна тачка
сфере S2 и праве која пролази кроз тачке (0,0,1) и (a,b,0). Та права има једначину
X−0
a = Y−0

b = Z−1
−1 = t, односно она је скуп тачака олика X = at, Y = bt, Z = −t + 1 за

t ∈ R. Тражимо тачку са ове праве која припада сфери S2 односно за коју је:

(at)2 + (bt)2 + (1− t)2 = 1,
a2t2 + b2t2 + 1− 2t+ t2 = 1,

(a2 + b2 + 1)t2 = 2t.

Разликујемо два случаја, када је t = 0 и t ̸= 0. За t = 0 исмо доили тачку X = 0,
Y = 0, Z = 1 односно N(0,0,1) што није могуће јер смо рестриковали стереографску
пројекцију на S2\{(0,0,1)}. За t ̸= 0 након скраћивања са t доијамо t = 2

a2+b2+1 па је
тражено инверзно пресликавање дато са

(a,b) 7→
(

2a
a2 + b2 + 1 ,

2b
a2 + b2 + 1 ,1− 2

a2 + b2 + 1

)
.

Слично као и дефиниција сфере, стереографска пројекција се може генерализова-
ти на веће димензије, специјално и на пресликавање из S3 \ (1,0,0,0) → R3 које је дато

4



помоћу формуле (w,x,y, z) 7→ ( x
1−w ,

y
1−w ,

z
1−w ) при чему је светлосни зрак сада поста-

вљен у тачку (1,0,0,0) на сфери S3. Стереографска пројекција нам је корисна јер нам
омогућава да сферу S3 (ез једне тачке) која се налази у простору димензије четири
посматрамо у простору R3.

Наредна теорема је ила позната и Грцима из хеленистичког доа и може се наћи
у Аполонијевом1 делу „Купини пресеци“ и коришћена је у конструкцији астролаа,
астрономског инструмента који се користио за одређивање и предвиђање положаја
Сунца, Месеца, планета и звезда, као и за одређивање месног времена из задане
географске дужине и орнуто.

Теорема 3. Кру на сфери S2 који саржи ачку (0,0,1) се омоћу сереорафске
ројекције чији је извор свелоси осављен у северни ол N(0,0,1) слика у раву
у равни, ок се кру на сфери S2 који не саржи ачку (0,0,1) слика у кру у равни.

Доказ. Нека је c круг на јединичној сфери S2 коју пресликавамо стереографском про-
јекцијом. Круг c је скуп тачака сфере S2 које припадају некој равни α датој једначи-
ном

Ax+ By+Cz+D = 0, (1)
где су A, B, C и D реални ројеви такви да је A2+B2+C2 ̸= 0. Да исмо одредили скуп
тачака (x,y) из xy равни које су слике тачака са круга c при стереографској пројекцији
заменићемо формулу из Теореме 2 у (1). Тако доијамо

A
(

2x
1+ x2 + y2

)
+ B

(
2y

1+ x2 + y2
)
+C

(
x2 + y2 − 1
1+ x2 + y2

)
+D = 0,

што након множења са 1+ x2 + y2 постаје

A(2x) + B(2y) +C(x2 + y2 − 1) +D(1+ x2 + y2) = 0,

што је еквивалентно са

2Ax+ 2By+ (C+D)(x2 + y2) = C−D. (2)

Ако круг c садржи северни пол N(0,0,1) онда замењујући његове координате у једна-
чину (1) доијамо C + D = 0. У том случају једначина (2) постаје 2Ax + 2By = C − D
што је једначина праве у равни. Приметимо и да A и B не могу истовремено ити
једнаки нули јер и у том случају ило C = D што и са C + D = 0 дало да је C = 0,
али тада је A2 + B2 + C2 = 0 што није могуће. Одавде следи да се круг c са сфере S2
који садржи северни пол N(0,0,1) при стереографској пројекцији слика у праву у xy
равни. Са друге стране, ако круг c не садржи тачку N(0,0,1) онда је C+D ̸= 0. У том
случају можемо поделити једначину (2) са C+D ̸= 0 чиме доијамо једначину

x2 + y2 + 2A
C+Dx+

2B
C+Dy =

C−D
C+D ,

која је еквивалентна са(
x+ A

C+D

)2
+

(
y+

B
C+D

)2
=
A2 + B2 +C2 −D2

(C+D)2
. (3)

Како из аналитичке геометрије знамо да је формула за растојање координатног по-
четка од равни α дата формулом

|D|√
A2 + B2 +C2

,

1Аполоније из Пергама (262. година пре нове ере - 190. година пре нове ере), антички хеленски мате-
матичар и астроном
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као и да је то растојање мање од 1 јер раван α сече сферу S2, то важи D2 < A2+B2+C2

па је A2+B2+C2−D2

(C+D)2
позитиван реалан рој. Једначина (3) зато представља једначину

круга са центром
(
− A
C+D ,−

B
C+D

)
полупречника R =

√
A2+B2+C2−D2

(C+D)2
у xy равни.

Алгеарски доказ претходне теореме се може променити тако да важи и када се
стереографска пројекција уопшти на више димензије што ћемо користити касније.

Слике кругова при стереографској пројекцији
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3 Кватерниони
Хамилтон2 je 1835. године открио да може да посматра комплексне ројеве као

уређене парове реалних ројева. Био је задивљен везом између комплексних роје-
ва и дводимензионе геометрије и желео је да открије већу алгеру која ће да игра
сличну улогу у тродимензионој геометрији. Средином XIX века он је решавајући овај
пролем конструисао кватернионе.

Хамилтон је годинама покушавао да осмисли структуру која и одговарала ротаци-
јама у R3 користећи уређене тројке реалних ројева. Пролем се састојао у пронала-
жењу начина за множење уређених тројки тако да важе својства на која смо навикли,
на пример асоцијативност, комутативност, да постоји инверз сваког ненула елемента
и да можемо да дефинишемо норму која ће такође имати лепа својства. На језику мо-
дерне математике, тражи се тродимензиона реална нормирана алгера са дељењем.

Осам година касније, Хамилтон је схватио да може да уради слично не за тројке,
већ за четворке реалних ројева, с тим што неће моћи да доије да је множење кому-
тативно. Као што у скупу комплексних ројева постоји имагинарна јединица i, увео
је још две j и k, тако да одговарају осталим двема координатама, дефинисао је међу
њима правило множења и тако су настали кватерниони. Занимљиво је да се то до-
годило док је шетао са својом женом преко моста у Далину, главном граду Ирске.
Хамилтон је одмах записао то дуго очекивано правило за множење кватерниона на
камену моста. Данас на том месту стоји плоча са описом овог Хамилтоновог открића.
Хамилтон је остатак свог живота провео истраживајући кватернионе и њихову при-
мену у геометрији.

Хамилтон и његова плоча на мосту у Далину

Кватерниони су као скуп исти као R4 и означавају се са H, при чему су уређеним
четворкама (0,1,0,0), (0,0,1,0) и (0,0,0,1) додељена имена i, j и k. Када се на вектор
(a,b,c,d)мисли у смислу кватерниона онда се он записује у олику a+bi+cj+dk. Број a
се назива реални део, док се b,c и d редом зову i, j и k делови. Саирање кватерниона
q1 = a1+b1i+c1j+d1k и q2 = a2+b2i+c2j+d2k се дефинише на природан начин помоћу
q1+q2 = (a1+a2)+(b1+b2)i+(c1+c2)j+(d1+d2)k док је множење ило теже дефинисати
и то је ило поменуто Хамилтоново откриће на мосту у Далину. Множење се врши
помоћу правила i2 = j2 = k2 = −1, ij = k, jk = i,ki = j. Елементи i, j и k не комутирају.

2William Rowan Hamilton (1805-1865), ирски математичар
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Када једнакост ij = k помножимо са леве стране са i доијамо i2j = ik, што се зог
i2 = −1 своди на ik = −j. Аналогно се доказује и да је ji = −k када jk = i помножимо са
леве стране са j и kj = −i када ij = k помножимо са десне стране са j. Наведимо сада
један пример множења кватерниона.

Пример 1. Помножии кваернионе 5+ j и 1− 2i+ 3k.

Решење. (5+ j)(1−2i+3k) = 5−10i+15k+ j−2ji+3jk = 5−10i+15k+ j−2(−k) +3i =
5-7i+j+17k.

Лема 1. Елемени скуа H моу се наисаи као зир јено комлексно роја и
руо комлексно роја омножено са j.

Доказ. Нека је a + bi + cj + dk произвољни елемент скупа H. Тада је a + bi + cj + dk =
a+bi+ cj+dij = (a+bi) + (c+di)j, односно кватернион a+bi+ cj+dk се може записати
као зир комплексног роја a+ bi и комплексног роја c+ di помноженог са j.

Дефиниција 2. Конјугат кватерниона r = a+bi+cj+dk је кватернион r = a−bi−cj−dk.

Лема 2. За оераор конјуовања важи rs = s̄ · r̄.

Доказ. Нека је r = a+bi+cj+dk и s = a1+b1i+c1j+d1k. Производ ова два кватерниона
је rs = (aa1−bb1−cc1−dd1)+(ab1+ba1+cd1−dc1)i+(ac1−bd1+ca1+db1)j+(ad1+bc1−
cb1 + da1)k, те је rs = (aa1 − bb1 − cc1 − dd1)− (ab1 + ba1 + cd1 − dc1)i− (ac1 − bd1 + ca1 +
db1)j−(ad1+bc1−cb1+da1)k. Са друге стране је s̄· r̄ = (a1−b1i−c1j−d1k)(a−bi−cj−dk) =
(aa1−bb1−cc1−dd1)−(ba1+ab1−dc1+cd1)i−(ca1+db1+ac1−bd1)j−(da1−cb1+bc1+ad1)k,
те је rs = s̄ · r̄.

Дефиниција 3. Дужина или норма кватерниона r у ознаци ∥r∥ је његова дужина као
вектора у R4 и важи ∥r∥ =

√
a2 + b2 + c2 + d2.

Већ смо приметили да множење кватерниона није комутативно јер је на пример
ik = −j, док је производ ki = j, а може се проверити да јесте асоцијативно односно да
за свака три кватерниона p, q и r важи p(qr) = (pq)r. Приметимо да је rr = (a+bi+cj+
dk)(a−bi− cj−dk) = a2 − abi− acj− adk+ abi−b2i2 −bcij−bdik+ caj−bcji− c2j2 − cdjk+

adk− bdki− cdkj− d2k2 = a2 + b2 + c2 + d2 односно ∥r∥ =
√
rr.

Лема 3. Норма ефинисана на кваернионима је мулиликаивна, оносно за
роизвољне r, s ∈ H важи ∥rs∥ = ∥r∥∥s∥.

Доказ. Из Леме 2 имамо ∥rs∥ =
√
rsrs =

√
rss̄r̄ =

√
r∥s∥2r = ∥s∥

√
rr = ∥s∥∥r∥ = ∥r∥∥s∥.

Лема 4. Сваки кваернион r ̸= 0 има мулиликаивни инверз r−1 = r
∥r∥2 .

Доказ. r−1r = rr
∥r∥2 = rr̄

∥r∥2 = ∥r∥2
∥r∥2 = 1 и rr−1 = rr

∥r∥2 = ∥r∥2
∥r∥2 = 1 при чему смо користили

својства r = r и ∥r∥ = ∥r∥. Прво својство r = r директно следи из дефиниције конјугата
јер ако је r = a+bi+cj+dk онда је r = a− bi− cj− dk = a+bi+cj+dk = r. Друго својство
следи из ∥r∥ = ∥a− bi− cj− dk∥ =

√
a2 + (−b)2 + (−c)2 + (−d)2 =

√
a2 + b2 + c2 + d2.
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4 Хопфово пресликавање из сфере S3 у сферу S2

Немачки математичар Хајнц Хопф 1931. године је открио неке занимљиве чиње-
нице о разлагањима сфера већих димензија на сфере мањих димензија и од тада се
ове појаве називају Хопфове фирације. Назив фирација води порекло од аналогије
ове појаве са влакнима у тканини (на латинском језику fibra значи влакно). Испо-
ставља се да постоје четири фирације сфера већих димензија помоћу сфера мањих
димензија и то S1 помоћу S0 користећи S1, S3 помоћу S2 и S1, S7 помоћу S3 преко S4,
S15 помоћу S7 користећи S8.

Осоине Хопфових фирација се проучавају од прве половине XX века. Спој њихо-
ве огате математичке културе и ројних примена у другим наукама заинтересовале
су неке од највећих научника да их проучавају. Геометриjска своjства Хопфових фи-
рациjа су веома значаjна за њихове роjне примене у оластима попут алгеарске
топологиjе, квантне механике, теориjе Диракових магнетних монопола и геометриjе
хармониjских осцилатора. Хопфове фирације су круцијалне за разумевање многих
физичких система и служе као веза између геометрије и физике. Зог своје лепоте,
делове Хопфове фирације можемо видети и у грађевинарству, архитектури и умет-
ности.

Делови Хопфове фирације у Musée de l’Oeuvre Notre-Dame, Strasbourg

Када се каже Хопфова фирација, оично се мисли на најчешће примењивану од
четири Хопфове фирације, а то је она која описује сферу S3 преко круга S1 и сфере
S2. Пресликавање које ово омогућава означавамо са h и зовемо га Хопфово пресли-
кавање, а заправо га срећемо кад год наиђемо на свежањ кључева.

Фире Хопфовог пресликавања као део свежња кључева

То је једно непрекидно пресликавање из сфере S3 у сферу S2 такво да различите
тачке са сфере S2 представљају слике различитих кругова на сфери S3, те зато каже-
мо да је сфера S3 састављена од фири, при чему је свака фира заправо круг и при
томе сваки одговара некој тачки са сфере S2.
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Дефиниција 4. Хопфово пресликавање из S3 у S2 је пресликавање h : S3 → S2 задато
са

h(a,b,c,d) = (a2 + b2 − c2 − d2,2(ad+ bc),2(bd− ac)). (4)
Приметимо да је ово пресликавање заиста коректно дефинисано јер сваку тачку

(a,b,c,d) са S3 односно такву да је a2 +b2 + c2 +d2 = 1 слика у тачку са сфере S2 јер је

(a2 + b2 − c2 − d2)2 + (2(ad+ bc))2 + (2(bd− ac))2

= a4 + b4 + c4 + d4 + 2a2b2 − 2a2c2 − 2a2d2 − 2b2c2 − 2b2d2

+ 2c2d2 + 4a2d2 + 8abcd+ 4b2c2 + 4b2d2 − 8abcd+ 4a2c2

= a4 + b4 + c4 + d4 + 2a2b2 + 2a2c2 + 2a2d2 + 2b2c2 + 2b2d2 + 2c2d2

=(a2 + b2 + c2 + d2)2 = 12 = 1.

Сада ћемо за Хопфово пресликавање h : S3 → S2 доказати да је инверзна слика
h−1(w) за произвољну тачку w ∈ S2 велики круг на сфери S3.
Лема 5. Праслика h−1(w) роизвољне ачке w са сфере S2 је велики кру на сфери
S3, е је h Хофово ресликавање из (4).
Доказ. Нека је w = (w1,w2,w3) ∈ S2 произвољна тачка. Ако (a,b,c,d) ∈ h−1(w) онда
важи:

a2 + b2 − c2 − d2 = w1, (5)
2(bc+ ad) = w2, (6)
2(bd− ac) = w3, (7)

a2 + b2 + c2 + d2 = 1, (8)

где последња једначина следи из (a,b,c,d) ∈ S3. Циљ је да изразимо a,b,c,d преко
w1,w2,w3. Одузимањем једначине (5) од једначине (8) доијамо: c2 + d2 = 1−w1

2 . Јед-
начине (6) и (7) можемо записати у матричном олику као:[

d c
−c d

] [
a
b

]
=
1
2

[
w2
w3

]
.

Детерминанта леве матрице је c2+d2 што смо већ изразили прекоw1. Ако јеw1 = 1
онда је детерминанта нула и имамо специјалан случај северног пола на S2 за који је
c = d = 0 и a2+b2 = 1. У том случају инверзно Хопфово пресликавање даје круг у S3. У
супротном, детерминанта посматране матрице није нула, те је можемо инвертовати
и тада је: [

a
b

]
=
1
2 · 2

1−w1

[
d −c
c d

] [
w2
w3

]
,

одакле следи:

(1−w1)

[
a
b

]
=

[
d −c
c d

] [
w2
w3

]
.

Ово можемо еквивалентно записати као следеће две једначине:

(1−w1)a+w3c−w2d = 0,
(1−w1)b−w2c−w3d = 0.

Ако са q означимо (a,b,c,d) онда претходне две једначине можемо записати као ⟨x,q⟩ =
0 и ⟨y,q⟩ = 0

(
⟨, ⟩ је скаларни производ

)
и:

x =


1−w1
0
w3
−w2

 , y =


0

1−w1
−w2
−w3

 .
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Вектори x и y су линеарно независни јер из s1x + s2y = 0 изједначавањем левих и
десних координата директно следи s1 = s2 = 0. Зато једначине ⟨x,q⟩ = 0 и ⟨y,q⟩ = 0
одређују потпростор димензије два у R4 односно раван. Да исмо одредили како је та
раван смештена у S3, нека је q = αu+ βv еквивалентни олик те равни у R4, где су u и
v линеарно независни вектори који су у тој равни и α, β ∈ R. Другим речима, како су
x и y вектори нормални на раван, ирамо векторе u и v ортогоналне на њих односно
такве да је ⟨x,u⟩ = ⟨y,u⟩ = ⟨x,v⟩ = ⟨y,v⟩ = 0. Додатно можемо изарати векторе u и v
да уду ортонормирани односно да је ⟨u,u⟩ = ⟨v,v⟩ = 1 и ⟨u,v⟩ = 0. Сада још једном
користимо услов да q ∈ S3 да исмо утврдили како посматрана раван сече S3. Важи:

1 = ⟨q,q⟩ = α2⟨u,u⟩+ 2αβ⟨u,v⟩+ β2⟨v,v⟩ = α2 + β2.
Слично као у првом случају који смо разматрали ово је једначина круга. Овим смо
доказали да је праслика тачке при Хопфовом пресликавању заправо велики круг на
сфери S3.

Како је технологија напредовала појавиле су се и нове могућности за визуелизаци-
ју Хопфовог пресликавања помоћу рачунара. На доњој слици лево је приказан скуп
тачака које су на кругу кодомена S2 Хопфовог пресликавања h, а десно су помоћу
стереографске пројекције приказане фире које одговарају тим тачкама у домену S3.
Наредне слике су део су компјутерске анимације коју је урадио студент Ник Хамлет
са универзитета Lebanon Valley.

Компјутерска анимација која приказује фире Хопфовог пресликавања
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5 Веза између осних ротација и Хопфовог преслика-
вања

Један од начина да представимо осну ротацију око осе која садржи координатни
почетак је да наведемо вектор осе ротације и угао те ротације око осе. По договору,
ротација ће ити у смеру супротном од кретања казаљке на сату ако је дат позитиван
угао θ, а у смеру кретања казаљке на сату за негативне углове −θ, када се посматра
са врха вектора осе ротације.

Ротација је одређена осом чији је вектор v и углом θ

Приметимо да за једну посматрану ротацију изор вектора осе и угла ротације ни-
је јединствен. Ротација одређена вектором v и углом θ је иста као ротација одређена
вектором v и углом θ+2nπ, где је n произвољан цео рој. Уочимо да су четири реална
роја довољна да одредимо ротацију, то су три координате за вектор и један реалан
рој којим је задат угао. Јасно је и да угао θ можемо изарати тако да припада интер-
валу [0, π]. Природно питање које се намеће је шта и ила композиција две ротације
које су дате помоћу својих оса и углова. Један од геометријских начина да то одре-
димо је помоћу раванских рефлексија. Означимо са SF раванску рефлексију у односу
на раван F. Композиција раванских рефлексија SH ◦ SF при чему се равни H и F секу
по правој i пресликава тачке простора као што их пресликава и ротација око осе i за
два пута већи угао од угла између равни F и H, односно важи следећа лема.
Лема 6. Комозиција ве раванске рефлексије чије се равни секу је осна роација.
Оса оијене роације је ресечна рава е ве равни, а уао роације је ва уа
већи о ула између их равни.

Композиција две раванске рефлексије чије се равни секу
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Приметимо да је SF ◦ SH инверзна ротација ротацији SH ◦ SF јер ое имају исту осу
и једнаку апсолутну вредност угла, али се ротира у супротном смеру.

Лема 7. Свака роација у росору се може ресавии као комозиција SF ◦SH
ве раванске рефлексије.

Доказ. Изаеримо произвољну раван H која садржи осу ротације. Тада постоје тачно
две равни које садрже осу ротације и које са равни H граде угао једнак половини
угла ротације. Изаеримо ону раван од те две равни која ће нам дати жељени смер
ротације чиме је доказ ове леме завршен.

Нагласимо да је изор прве раванске рефлексије произвољан док год изарана
раван садржи осу ротације и да смо доказ могли започети и изором друге раванске
рефлексије (оне која ће се примењивати друга у композицији) и онда и нам раван
прве раванске рефлексије ила одређена једнозначно.

Теорема 4. Нека су r и r0 ве роације око оса које сарже кооринани очеак.
Таа је њихова комозиција r0 ◦ r роација око осе која саржи кооринани оче-
ак.

Доказ. Нека је H раван која садржи ое осе ротација r и r0. Таква раван постоји
јер су по услову теореме осе праве које садрже координатни почетак. На основу
претходне леме имамо да постоје равни F и F0 такве да је r = SH ◦SF и r0 = SF0 ◦SH, те
је r0 ◦r = SF0 ◦SH ◦SH ◦SF = SF0 ◦SF јер је SH ◦SH = Id где је Id идентичко пресликавање.
Како F и F0 ое садрже координатни почетак (јер садрже осе ротација r и r0) онда се
оне секу, те је SF0 ◦ SF ротација око праве која садржи координатни почетак.

Из доказа претходне теореме закључујемо да интуитивно није једноставно закљу-
чити где ће ити оса доијене ротације и шта ће ити слика тачке коју желимо да
ротирамо, а испоставља се да је одговор на то питање итан и у другим наукама.
Средином XIX века ирски математичар Хамилтон је употреио кватернионе да и ре-
шио овај пролем.
Сваком кватерниону r ̸= 0 придружујемо једно линеарно пресликавање Rr : R3 → R3.
Произвољној тачки p(x,y, z) у простору димензије три придружујемо чисти кватерни-
он xi+yj+zk (кватернион чији је реални део једнак нула) који ћемо такође означавати
са p. Рачунски се може проверити да ће и производ rpr−1 ити чист кватернион од-
носно кватернион олика x′i + y′j + z′k, те му можемо придружити тачку (x′,y′, z′) у
тродимензионом простору. Заиста, ако је r = a+bi+cj+dk и N = a2+b2+c2+d2 онда:

rpr−1 =(a+ bi+ cj+ dk)(xi+ yj+ zk) a− bi− cj− dk
a2 + b2 + c2 + d2

=
1
N (a+ bi+ cj+ dk)(xi+ yj+ zk)(a− bi− cj− dk)

=
1
N (axi+ ayj+ azk− bx+ byk− bzj− cxk− cy+ czi+ dxj− dyi− dz)(a− bi− cj− dk)

=
1
N
(
(−bx− cy− dz) + (ax+ cz− dy)i+ (ay− bz+ dx)j+ (az+ by− cx)k

)
(a− bi− cj− dk)

=
1
N
(
(−abx− acy− adz+ abx+ bcz− bdy+ acy− bcz+ cdx+ azd+ bdy− cdx)

+ (b2x+ bcy+ bdz+ a2x+ acz− ady− ady+ bdz− d2x+ acz+ bcy− c2x)i
+ (bcx+ c2y+ cdz+ adx+ cdz− d2y+ a2y− abz+ adx− abz− b2y+ bcx)j
+ (bdx+ cdy+ d2z− acx− c2z+ cdy+ aby− b2z+ bdx+ a2z+ aby− acx)k

)
=
1
N
(
(b2x+ 2bcy+ 2bdz+ a2x+ 2acz− 2ady− d2x− c2x)i

+ (2bcx+ c2y+ 2cdz+ 2adx− d2y+ a2y− 2abz− b2y)j
+ (2bdx+ 2cdy+ d2z− 2acx− c2z+ 2aby− b2z+ a2z)k

)
.
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Одавде следи да је

x′ = 1
a2 + b2 + c2 + d2 (b

2x+ 2bcy+ 2bdz+ a2x+ 2acz− 2ady− d2x− c2x),

y′ = 1
a2 + b2 + c2 + d2 (2bcx+ c2y+ 2cdz+ 2adx− d2y+ a2y− 2abz− b2y),

z′ = 1
a2 + b2 + c2 + d2 (2bdx+ 2cdy+ d2z− 2acx− c2z+ 2aby− b2z+ a2z).

Дефинишемо пресликавање Rr : R3 → R3 помоћу Rr(x,y, z) = (x′,y′, z′).

Ненула кватернион r дефинише пресликавање Rr

Лема 8. Нека је r = a+bi+ cj+dk ненула кваернион. Пресликавање Rr је линеарно
ресликавање акво а за сваки ненула реални скалар k важи Rkr = Rr. Важи и а
је Rr инвериилно ресликавање чији је инверз Rr−1 .

Доказ. Да исмо доказали да је Rr линеарно пресликавање довољно је да докаже-
мо да важи Rr(αp) = αRr(p) за α ∈ R,p(x,y, z) ∈ R3 и Rr(p1 + p2) = Rr(p1) + Rr(p2) за
p1(x1,y1, z1),p2(x2,y2, z2) ∈ R3. Те једнакости следе из:

Rr(p1 + p2) = Rr((x1,y1, z1) + (x2,y2, z2))
= Rr(x1 + x2,y1 + y2, z1 + z2) = r((x1 + x2)i+ (y1 + y2)j+ (z1 + z2)k)r−1

= (r(x1 + x2)i+ r(y1 + y2)j+ r(z1 + z2)k)r−1 = (rx1i+ rx2i+ ry1j+ ry2j+ rz1k+ rz2k)r−1

= (r(x1i+ y1j+ z1k) + r(x2i+ y2j+ z2k))r−1 = r(x1i+ y1j+ z1k)r−1 + r(x2i+ y2j+ z2k)r−1

= Rr(x1,y1, z1) +Rr(x2,y2, z2) = Rr(p1) +Rr(p2)

и

Rr(αp) = r(α(x,y, z))r−1 = r(α(xi+ yj+ zk))r−1 = αr(xi+ yj+ zk)r−1 = αrpr−1 = αRr(p).

Из доказане хомогености и адитивности следи линеарност пресликавања Rr.

Да исмо доказали да су Rkr и Rr иста пресликавања, доказаћемо да се она покла-
пају на свакој тачки p(x,y, z) из домена R3. Приметимо да је

Rkr(p) = krp(kr)−1 = krp1kr
−1 = k1krpr

−1 = rpr−1 = Rr(p),

при чему смо користили да је (kr)−1 = kr
∥kr∥2 = kr

k2∥r∥2 = 1
k

r
∥r∥2 = 1

kr−1.
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Да исмо доказали да је Rr−1 инверзно пресликавање пресликавања Rr довољно је
доказати да ако је Rr(p) = rpr−1 онда је Rr−1(rpr−1) = p. То следи из

Rr−1(rpr−1) = r−1(rpr−1)(r−1)−1 = r−1rpr−1r = p,

при чему смо користили асоцијативност множења кватерниона, као и својства (r−1)−1 =
r и r−1r = rr−1 = 1.

Напоменимо да када је r ̸= 0 из доказаног својства да за сваки ненула реални
скалар k важи Rkr = Rr следи да можемо сматрати да је полазни кватернион норме
1 када користимо пресликавање Rr јер ће нам то олакшати рачуне који следе јер
је у том случају r−1 = r

∥r∥2 = r. Када је r = 1, Rr је идентичко пресликавање јер је

R1(p) = 1 · p · 1−1
= p, као и у случају r = −1 зог R−1(p) = R1(p).

Теорема 5. За јеинични кваернион r = a + bi + cj + dk ̸= ±1, ресликавање Rr је
роација чији је векор осе роације (b,c,d), а уао роације θ заовољава cos θ =
2a2 − 1.

Доказ. Доказ ове теореме ћемо спровести у неколико корака. Прво доказујемо да
пресликавање Rr чува норму, односно да за сваки чист кватернион олика p = xi +
yj + zk важи ∥Rr(p)∥ = ∥p∥. Приметимо да се наведено својство може доказати и ез
претпоставке да је ∥r∥ = 1 користећи својство норме кватерниона ∥r−1∥ = 1/∥r∥ јер
важи

∥Rr(p)∥ = ∥rpr−1∥ = ∥r∥∥p∥∥r−1∥ = ∥r∥∥r−1∥∥p∥ = ∥p∥.
Дакле, пресликавање Rr је изометрија простора R3, па налажењем сопствених вред-
ности матрице овог пресликавања и скупа фиксних тачака пресликавања, на основу
теореме о класификацији изометрија простора можемо установити о којој изометрији
простора се ради. Испоставља се да линеарно пресликавање Rr има за реалну соп-
ствену вредност само 1 и да је скуп фиксних тачака права са вектором правца (b,c,d).
Проверимо да пресликавање Rr има сопствени вектор (b,c,d) са сопственом вредно-
сти 1, односно да је Rr(b,c,d) = (b,c,d). Користећи да је bi+ cj+ dk = r− a и да реалан
рој a комутира са кватернионима, имамо да је

Rr(b,c,d) = r(r−a)r−1 = (rr−ra)r−1 = (rr−ar)r−1 = (r−a)rr−1 = r−a = bi+cj+dk = (b,c,d).

Сада нам је циљ да нађемо угао ове осне ротације, а то ћемо урадити тако што ћемо
прво погодно изарати вектор који је ортогоналан на сопствени вектор (b,c,d). Разли-
кујемо два случаја. У оа случаја ћемо угао ротације наћи као угао између вектора
w и Rr(w) користећи формулу из аналитичке геометрије са скаларним производом
cos θ = ⟨w,Rr(w)⟩

∥w∥∥Rr(w)∥ која се своди на cos θ = ⟨w,Rr(w)⟩
∥w∥2 јер смо већ доказали да је Rr изоме-

трија, односно важи да је ∥Rr(w)∥ = ∥w∥.
Ако је ар један од b и c различит од нуле онда узмемо w = ci − bj. Овај вектор је

нормалан на вектор (b,c,d) јер је ⟨(b,c,d), (c,−b,0)⟩ = bc− cb = 0. Важи:

Rr(w) =(a+ bi+ cj+ dk)(ci− bj)(a− bi− cj− dk)
=(aci− abj− bc− b2k− c2k+ bc+ cdj+ bdi)(a− bi− cj− dk)

=(aci− abj− b2k− c2k+ cdj+ bdi)(a− bi− cj− dk)
=a2ci+ abc− ac2k+ acdj− a2bj− ab2k− abc+ abdi− ab2k+ b3j− b2ci− b2d− ac2k+ bc2j

− c3i− c2d+ acdj+ bcdk+ c2d− cd2i+ abdi+ b2d− bcdk+ bd2j
=(a2 − b2 − c2 − d2)ci− (a2 − b2 − c2 − d2)bj− 2ac2k− 2ab2k+ 2acdj+ 2abdi
=(c(a2 − b2 − c2 − d2) + 2abd)i+ (−(a2 − b2 − c2 − d2)b+ 2acd)j+ (−2ac2 − 2ab2)k
=(c(a2 − b2 − c2 − d2) + 2abd,−(a2 − b2 − c2 − d2)b+ 2acd,−2ac2 − 2ab2).
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Зато је:

cos θ =
⟨(c,−b,0),Rr(w)⟩

(
√
b2 + c2)2

=
c2(a2 − b2 − c2 − d2) + 2abcd+ b2(a2 − b2 − c2 − d2)− 2abcd

b2 + c2

=
(a2 − b2 − c2 − d2)(b2 + c2)

b2 + c2 = a2 − b2 − c2 − d2 = 2a2 − (a2 + b2 + c2 + d2) = 2a2 − 1.

Ако је b = c = 0 онда ирамо w = i. Овај вектор је нормалан на вектор (b,c,d) јер важи
да је ⟨(b,c,d), (1,0,0)⟩ = b = 0. Важи:

Rr(w) = (a+ bi+ cj+ dk)i(a− bi− cj− dk) = (ai+ dj)(a− dk)
= a2i+ adj+ adj− d2i = (a2 − d2)i+ 2adj.

Зато је:

cos θ =
⟨(1,0,0),Rr(w)⟩

(
√
12)2

=
⟨(1,0,0), ((a2 − d2),2ad,0)⟩

1

= a2 − d2 = 2a2 − (a2 + b2 + c2 + d2) = 2a2 − 1,

при чему смо користили да је b = c = 0. У оа случаја за угао ротације важи cos θ =
2a2 − 1.

Помоћу ове теореме Хамилтон је успео да повеже композицију ротација са опера-
цијом множења кватерниона јер је Rr◦Rs = Rrs. Ово је једноставно доказати јер ∀p ∈ R3

важи

Rr ◦Rs(p) = Rr(Rs(p)) = Rr(sps−1) = r(sps−1)r−1 = (rs)ps−1r−1 = (rs)p(rs)−1 = Rrs(p), (9)

при чему смо користили својство асоцијативности множења кватерниона и чињеницу
да је инверз производа rs једнак s−1r−1. Уочимо да сада можемо тврдити да су од је-
диничних кватерниона само кватерниони r = −1 и r = 1 такви да је Rr = Id. Да других
таквих кватерниона нема следи из претходне теореме јер је идентичко пресликавање
заправо ротација за угао од 0 степени, те је cos0 = 2a2 − 1, одакле је a2 = 1, али како
кватернион r = (a,b,c,d) ∈ S3, то он мора ити норме 1, а већ имамо a = ±1, одакле
заиста закључујемо да мора ити r = 1 или r = −1.

Већ смо приметили да су нам за проучавање ротација Rr довољни кватерниони
норме 1. Ако скуп кватерниона јединичне дужине посматрамо као скуп тачака у R4

онда је то сфера S3.
Сада желимо да успоставимо везу између Хопфовог пресликавања h из (4) и рота-

ције помоћу кватерниона. Нека је P0(1,0,0) једна истакнута тачка на сфери S2. За
дату тачку (a,b,c,d) ∈ S3 нека је r = a + bi + cj + dk придружени јединични кватерни-
он. Већ смо видели како јединични кватернион r дефинише ротацију Rr у простору
димензије три.
Дефиниција 5. Хопфово пресликавање из S3 у S2 је пресликавање које јединични
кватернион r пресликава у Rr(1,0,0) = rir.

Уочимо да коректност дефиниције следи јер је rir норме 1 зог ∥rir∥ = ∥r∥∥i∥∥r∥ =
1 · 1 · 1 = 1.
Теорема 6. Дефиниција Хофово ресликавања h из (4) и ефиниција аа са r 7→ rir
су међусоно еквиваленне.
Доказ. За r = a+ bi+ cj+ dk је

rir = (a+ bi+ cj+ dk)i(a− bi− cj− dk) = (ai− b− ck+ dj)(a− bi− cj− dk)
= a2i+ ab− ack+ adj− ab+ b2i+ bcj+ bdk− ack+ bcj− c2i− cd+ adj+ bdk+ cd− d2i
= (a2 + b2 − c2 − d2)i+ 2(ad+ bc)j+ 2(bd− ac)k.
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Овај кватернион представља елемент (a2 + b2 − c2 − d2,2(ad+ bc),2(bd− ac)) на сфери
S2. Овим смо доказали да су дате две дефиниције Хопфовог пресликавања из сфере
S3 у сферу S2 еквивалентне.

Хопфово пресликавање h слика r у P = Rr(1,0,0)

Уместо cos t + i sin t ћемо писати eit. У леми 5 смо доказали да је инверзна слика
произвољне тачке P(p1,p2,p3) при Хопфовом пресликавању h, односно h−1(P), круг у
S3. Како је {eit : 0 ≤ t ≤ 2π} круг то је довољно доказати да је {eit : 0 ≤ t ≤ 2π} ⊂
h−1(1,0,0) да и важило h−1(1,0,0) = {eit : 0 ≤ t ≤ 2π}. То важи јер за t ∈ [0,2π] имамо

h(eit) = eitieit = eitie−it = (cos t+ i sin t)i(cos t− i sin t) = (− sin t+ icos t)(cos t− i sin t)
= − sin tcos t+ i sin2 t+ icos2 t+ cos t sin t = i = (1,0,0).

Слично за тачку (−1,0,0) имамо да је h−1(−1,0,0) = {keit : 0 ≤ t ≤ 2π} јер је h−1(−1,0,0)
круг и за t ∈ [0,2π] важи

h(keit) = keitikeit = keitie−itk = k(cos t+ i sin t)i(cos t− i sin t)k = k(− sin t+ icos t)(cos t− i sin t)k
= k(− sin tcos t+ i sin2 t+ icos2 t+ cos t sin t)k = kik = j(−k) = −jk = −i = (−1,0,0).

Скуп h−1(P) називамо фира Хопфовог пресликавања h над P и већ смо доказали да
су то кругови на сфери S3. Приметимо и да су фире Хопфовог пресликавања h над
различитим тачкама P1 и P2 међусоно дисјунктне јер ако и постојала нека тачка
m која се налази у ое фире, онда и h(m) ило и P1 и P2 што није могуће јер је P1 ̸= P2.
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6 Попуњавање простора R3 уланчаним круговима и
правом

Покушајмо да решимо следећи пролем који ћемо поставити у олику мозгалице.

Мозгалица: Користећи дисјунктне кругове и једну праву попунити простор R3 тако
да је сваки пар кругова уланчан и да права пролази кроз унутрашњост сваког круга.

Два круга су уланчана ако сваки од њих сече раван другог круга тачно два пута,
једном у унутрашњости, а други пут у спољашњости другог круга. Тежина ове мозга-
лице је што кругови треа да уду уланчани. Без овог услова постојало и једноставно
решење где исмо имали наслагане концентричне кругове чији су центри на правој
као на наредној слици.

Један начин да се простор R3 попуни помоћу дисјунктних кругова и једне праве

У решавању поменутог пролема користићемо геометријску конфигурацију фири
Хопфовог пресликавања h у сфери S3. Да исмо решили дату мозгалицу помоћу Хоп-
фовог пресликавања размотримо прво које осне ротације сликају дату тачку A у дату
тачку B. Дакле, занима нас да за две дате тачке A и B на S2 опишемо неке погодне
осне ротације које сликају A у B. Прво уочимо кружни лук великог круга који спаја
тачке A и B и приметимо да његов изор није јединствен, изаеримо мањи и означимо
га са AB. Ако је R осна ротација која слика тачку A у тачку B онда свака тачка осе
ротације R има осоину да је једнако удаљена од тачака A и B, те је оса ротације R
подскуп симетралне равни дужи AB, а та раван сече сферу S2 по великом кругу који
полови лук AB, те зато оса ротације која сече сферу S2 сече велики круг који полови
лук AB.

Велики круг који полови лук AB
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У оквиру овог великог круга постоје две осе ротације за које је једноставно да се
израчуна угао ротације. Прва таква је оса ротације која садржи средиштеM лука AB
и центар сфере O и тада је угао ротације једнак π. Назовимо ову ротацију R1. Друга
погодна оса ротације је права нормална на векторе v =

−→
OA и w =

−→
OB и тада је угао

ротације заправо угао између вектора v и w и важи cos θ = ⟨v,w⟩ јер ∥v∥ = ∥w∥ = 1,
v,w ∈ S2. Назовимо ову ротацију R2.

Две ротације R1 и R2 које сликају тачку A у тачку B

Посматрајмо сада специјалан случај када је A(1,0,0) и B = P где је P произвољна
тачка са сфере S2. Онда ротације R1 и R2 сликају тачку (1,0,0) у P и знамо да су углови
ових ротација R1 и R2 једнаки редом π и θ где је cos θ = ⟨(1,0,0), (p1,p2.p3)⟩ = p1 под
претпоставком да су координате тачке P(p1,p2,p3). Како имамо осе и углове ротација
R1 и R2 можемо наћи кватернионе r1 и r2 такве да је R1 = Rr1 и R2 = Rr2 .

Теорема 7. За ау ачку P(p1,p2,p3) ∈ S2 акву а је p1 ̸= ±1 кваерниони омоћу
којих се моу ресавии роације R1 = Rr1 и R2 = Rr2 су аи формулама:

r1 =
1√

2(1+ p1)
((1+ p1)i+ p2j+ p3k),

r2 =

√
1+ p1
2

(
1+

−p3j
1+ p1

+
p2k
1+ p1

)
.

Доказ. Пронађимо прво кватернион r1 = a1+b1i+ c1j+d1k који одговара ротацији R1.
На основу Теореме 5 имамо да је cos π = 2a21−1, одакле је −1 = 2a21−1 односно a1 = 0.
Знамо да је (b1,c1,d1) вектор осе ротације R1 и ∥r1∥ = 1 односно b21 + c21 + d21 = 1. Оса
ротације R1 је права која садржи тачке O(0,0,0) иM при чему јеM средиште лука AP
и вектор

−−→
OM је јединични јер M ∈ S2. Јасно је да права OM садржи и средиште M′

дужи AP чије су координате
(
1+p1
2 , 0+p22 , 0+p32

)
=
(
1+p1
2 , p22 , p32

)
, па је M

(
λ1+p1

2 , λp22 , λp32

)
и

λ тражимо из услова
(
λ1+p1

2

)2
+
(
λp2
2

)2
+
(
λp3
2

)2
= 1 јер M ∈ S2.

Одавде имамо да је: 1 = λ2
((

1+p1
2

)2
+
(p2
2
)2

+
(p3
2
)2)

= λ2
(
1+2p1+p21

4 +
p22
4 +

p23
4

)
што после

множења са 4 постаје λ2(1+2p1+p21+p22+p23) = 4. Сада искористимо да P(p1,p2,p3) ∈ S2,
па је p21 + p22 + p23 = 1, одакле је λ2 = 4

2+2p1 , а како важи распоред тачака (O,M′,M) то
је λ > 0, па је λ =

√
2

1+p1 . Зато је (b1,c1,d1) =
−−→
OM =

√
2

1+p1

(
1+p1
2 , p22 , p32

)
= 1√

2(1+p1)
(1 +

p1,p2,p3) чиме смо доказали да је r1 = 0+ 1√
2(1+p1)

(1+ p1)i+ 1√
2(1+p1)

p2j+ 1√
2(1+p1)

p3k =

1√
2(1+p1)

((1+ p1)i+ p2j+ p3k).
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Пронађимо сада кватернион r2 = a2 + b2i + c2j + d2k који одговара осној ротацији
R2. На основу Теореме 5 имамо да је 2a22 − 1 = cos θ = p1, одакле је a22 = 1+p1

2 и како
смо већ видели да кватерниони r2 и −r2 одређују исту осну ротацију то ез умањења
општости можемо претпоставити да је a2 > 0 односно a2 =

√
1+p1
2 . Оса ротације R2 има

вектор који је ортогоналан на векторе
−→
OA и

−→
OP односно

−→
OA×

−→
OP = (1,0,0)×(p1,p2,p3) =

(0,−p3,p2) и зато важи да је (b2,c2,d2) = λ(0,−p3,p2) при чему је λ > 0 јер су вектор
−→
OA×

−→
OP и вектор који тражимо колинеарни и исто усмерени и ∥r2∥ = 1 те је 1+p1

2 + λ2 ·
02+λ2p23+λ

2p22 = 1 односно λ2(p22+p23) = 1− 1+p1
2 што се кад искористимо p21+p22+p23 = 1

своди на λ2(1 − p21) = 1−p1
2 . Одавде имамо да λ2 = 1

2(1+p1) што се зог λ > 0 своди на
λ = 1√

2(1+p1)
. Приметимо да немамо дељење са нулом јер је p1 ̸= ±1 зог претпоставке

теореме. Одавде закључујемо да је

r2 =

√
1+ p1
2 +

1√
2(1+ p1)

· 0i+ 1√
2(1+ p1)

(−p3)j+
1√

2(1+ p1)
p2k

=

√
1+ p1
2

(
1+

−p3j
1+ p1

+
p2k
1+ p1

)
.

Нека су за произвољну тачку P(p1,p2,p3) такву да p1 ̸= ±1 кватерниони r1 и r2
дефинисани као у претходној теореми. Како је {r1eit : 0 ≤ t ≤ 2π} круг то је довољно
показати да је {r1eit : 0 ≤ t ≤ 2π} ⊂ h−1(P) да исмо одредили h−1(P). За 0 ≤ t ≤ 2π
важи

h(r1eit) =r1eitir1eit = r1eitie−itr1 = r1eiti(cos t− i sin t)r1 = r1(cos t+ i sin t)(sin t+ icos t)r1
=r1(cos t sin t+ icos2 t+ i sin2 t− sin tcos t)r1 = r1ir1 = h(r1) = P,

где последња једнакост важи јер осна ротација Rr1 слика тачку (1,0,0) у P. Слично,
фиру h−1(P) можемо параметарски видети као круг у R4 помоћу {r2eit : 0 ≤ t ≤ 2π}.
Како смо раније доказали да је h−1(P) круг то је довољно доказати да је {r2eit : 0 ≤ t ≤
2π} ⊂ h−1(P). Приметимо да за 0 ≤ t ≤ 2π важи

h(r2eit) = r2eitir2eit = r2eitie−itr2 = r2eiti(cos t− i sin t)r2 = r2(cos t+ i sin t)(sin t+ icos t)r2
= r2(cos t sin t+ icos2 t+ i sin2 t− sin tcos t)r2 = r2ir2 = h(r2) = P,

где последња једнакост важи јер осна ротација Rr2 слика тачку (1,0,0) у P. Раније смо
одредили и фире h−1(1,0,0) = {eit : 0 ≤ t ≤ 2π} и h−1(−1,0,0) = {keit : 0 ≤ t ≤ 2π}.

Означимо са s стереографску пројекцију из S3\{(1,0,0,0)} у R3 која слика тачку
(w,x,y, z) у тачку ( x

1−w ,
y

1−w ,
z

1−w ). Тада је

s ◦ h−1(1,0,0) = s({eit : 0 ≤ t ≤ 2π}) = {s(eit) : 0 ≤ t ≤ 2π} = {s(cos t, sin t,0,0) : 0 ≤ t ≤ 2π}

=

{(
sin t

1− cos t ,0,0
)

: 0 ≤ t ≤ 2π
}
,

односно x-оса, док је

s ◦ h−1(−1,0,0) = s({keit : 0 ≤ t ≤ 2π}) = {s(keit) : 0 ≤ t ≤ 2π} = {s(k(cos t+ i sin t)) : 0 ≤ t ≤ 2π}
= {s(j sin t+ kcos t) : 0 ≤ t ≤ 2π} = {s(0,0, sin t,cos t) : 0 ≤ t ≤ 2π}

=

{(
0

1− 0 ,
sin t
1− 0 ,

cos t
1− 0

)
: 0 ≤ t ≤ 2π

}
= {(0, sin t,cos t) : 0 ≤ t ≤ 2π}

јединични круг у yz равни.
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Теорема 8. За свакуачку P(p1,p2,p3) ∈ S2 различиу о (1,0,0) и (−1,0,0) је s◦h−1(P)
кру у R3 који сече yz раван у ачно ве ачке A и B ри чему је јена унуар, а руа
ван јеинично круа у yz равни.

Доказ. За произвољну тачку P(p1,p2,p3) ∈ S2 различиту од (1,0,0) и (−1,0,0) је:

s ◦ h−1(P) = s({r1eit : 0 ≤ t ≤ 2π})

= s
({

1√
2(1+ p1)

((1+ p1)i+ p2j+ p3k)(cos t+ i sin t) : 0 ≤ t ≤ 2π
})

,

а како је

1√
2(1+ p1)

((1+ p1)i+ p2j+ p3k)(cos t+ i sin t)

=
(1+ p1)cos t√

2(1+ p1)
i− (1+ p1) sin t√

2(1+ p1)
+

p2 cos t√
2(1+ p1)

j− p2 sin t√
2(1+ p1)

k+
p3 cos t√
2(1+ p1)

k+
p3 sin t√
2(1+ p1)

j

=

(
− (1+ p1) sin t√

2(1+ p1)
,
(1+ p1)cos t√

2(1+ p1)
,
p2 cos t+ p3 sin t√

2(1+ p1)
,
p3 cos t− p2 sin t√

2(1+ p1)

)
и

s
(
− (1+ p1) sin t√

2(1+ p1)
,
(1+ p1)cos t√

2(1+ p1)
,
p2 cos t+ p3 sin t√

2(1+ p1)
,
p3 cos t− p2 sin t√

2(1+ p1)

)

=

 (1+p1) cos t√
2(1+p1)

1+ (1+p1) sin t√
2(1+p1)

,

p2 cos t+p3 sin t√
2(1+p1)

1+ (1+p1) sin t√
2(1+p1)

,

p3 cos t−p2 sin t√
2(1+p1)

1+ (1+p1) sin t√
2(1+p1)


=

(
(1+ p1)cos t√

2(1+ p1) + (1+ p1) sin t
,

p2 cos t+ p3 sin t√
2(1+ p1) + (1+ p1) sin t

,
p3 cos t− p2 sin t√

2(1+ p1) + (1+ p1) sin t

)

то је s ◦ h−1(P) =
{(

(1+p1) cos t√
2(1+p1)+(1+p1) sin t

, p2 cos t+p3 sin t√
2(1+p1)+(1+p1) sin t

, p3 cos t−p2 sin t√
2(1+p1)+(1+p1) sin t

)
: 0 ≤ t ≤ 2π

}
.

Приметимо да је h−1(P) круг на сфери S3 који не садржи (1,0,0,0) јер да је садр-
жи постојало и 0 ≤ t ≤ 2π такво да − (1+p1) sin t√

2(1+p1)
= 1, (1+p1) cos t√

2(1+p1)
= 0, p2 cos t+p3 sin t√

2(1+p1)
= 0 и

p3 cos t−p2 sin t√
2(1+p1)

= 0. Како је по претпоставци p1 ̸= −1 то мора ити cos t = 0, p3 = 0 и

p2 = 0. Али P(p1,p2,p3) ∈ S2, те и морало ити p21 = 1 односно p1 = 1 или p1 = −1
што је у контрадикцији са полазном претпоставком. Како је h−1(P) круг на сфери S3
који не садржи тачку (1,0,0,0) то по раније доказаном својству стереографске про-
јекције знамо да је s ◦ h−1(P) круг у R3. Тачке у којима круг s ◦ h−1(P) сече yz раван
одређујемо тако што додамо услов x = 0, односно прва координата (1+p1) cos t√

2(1+p1)+(1+p1) sin t
мора ити нула. Зог претпоставке да је p1 ̸= −1 одавде следи да је cos t = 0, а ка-
ко 0 ≤ t ≤ 2π то нам оставља две могућности за sin t и то су ±1. Зато постоје две
пресечне тачке круга s ◦ h−1(P) и yz равни и оне су A

(
0, p3√

2(1+p1)+1+p1
, −p2√

2(1+p1)+1+p1

)
и

B
(
0, −p3√

2(1+p1)−(1+p1)
, p2√

2(1+p1)−(1+p1)

)
. Како су ое тачке у yz равни, да исмо установили

да ли су оне унутар или ван јединичног круга у yz равни, довољно је доказати да су
норме ∥

−→
OA∥ и ∥

−→
OB∥ мање или веће од 1.

Имамо и ∥
−→
OA∥2 =

p22+p23
(
√
1+p1(

√
2−

√
1+p1))2

=
1−p21

(1+p1)(2+1+p1−2
√
2(1+p1))

= 1−p1
3+p1−2

√
2(1+p1)

> 1 јер

важи да је 3+p1−2
√
2(1+ p1) = (

√
2−

√
1+ p1)2 > 0, те можемо помножити ое стране
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неједнакости са тим изразом и доијамо 3 + p1 − 2
√
2(1+ p1) < 1 − p1 што је еквива-

лентно са 2 + 2p1 < 2
√
2(1+ p1) што је тачна неједнакост јер је 1 + p1 <

√
2(1+ p1)

односно
√
1+ p1 <

√
2 зог p1 ∈ (−1,1). Дакле, важи ∥

−→
OA∥ > 1 те се тачка A налази ван

јединичног круга у yz равни.
Важи ∥

−→
OB∥2 =

p22+p23
(
√
1+p1(

√
2+

√
1+p1))2

=
1−p21

(1+p1)(2+1+p1+2
√
2(1+p1))

= 1−p1
3+p1+2

√
2(1+p1)

< 1 јер има-

мо да је 3+p1+2
√
2(1+ p1) > 0 зог p1 ∈ (−1,1) (јер је p21+p22+p23 = 1), па можемо помно-

жити ое стране неједнакости са тим изразом и доијамо 1−p1 < 3+p1 +2
√
2(1+ p1)

што је еквивалентно са −1−p1 <
√
2(1+ p1)што је тачна неједнакост јер је −1−p1 < 0

и
√
2(1+ p1) ≥ 0. Дакле, важи ∥

−→
OB∥ < 1 те се тачка B налази унутар јединичног круга

у yz равни.

Из доказа претходне теореме закључујемо да је за произвољну тачку P(p1,p2,p3)
која је различита од (1,0,0) и (−1,0,0) круг s ◦ h−1(P) уланчан са јединичним кругом
у yz равни.

Пројектована фира сече јединични круг у yz равни у тачкама A и B

Теорема 9. Права која ресавља x-осу сече унурашњос свако о круова s ◦
h−1(P) за P(p1,p2,p3) акво а p1 ̸= ±1.

Доказ. Из доказа Теореме 8 можемо приметити и да тачке A и B припадају правој
кроз координатни почетак чији је вектор правца (0,p3,−p2). За тачку M са дужи AB
важи

−−→
OM = λ

−→
OA+ (1− λ)

−→
OB односно

−−→
OM =λ

(
0, p3√

2(1+ p1) + 1+ p1
,

−p2√
2(1+ p1) + 1+ p1

)

+ (1− λ)
(
0,− p3√

2(1+ p1)− (1+ p1)
,

p2√
2(1+ p1)− (1+ p1)

)

=

(
0, (2λ

√
2−

√
2−

√
1+ p1)p3

√
1+ p1

(1+ p1)(1− p1)
,
(−2λ

√
2+

√
2+

√
1+ p1)p2

√
1+ p1

(1+ p1)(1− p1)

)
,

при чему λ ∈ [0,1].
Приметимо да за λ =

√
2+

√
1+p1

2
√
2 ∈ [0,1] доијамо да дуж AB садржи координатни по-

четак, па како и x-оса садржи координатни почетак то x-оса ар сече дуж AB односно
ар продире раван круга s◦h−1(P) у унутрашњости јединичног круга у yz равни. Оста-
је још само да покажемо да није могуће да x-оса читава припада равни круга s◦h−1(P)

22



јер како садржи тачку дужи AB то и значило да она мора сећи круг s ◦ h−1(P).
Aко s ◦ h−1(P) =

{(
(1+p1) cos t√

2(1+p1)+(1+p1) sin t
, p2 cos t+p3 sin t√

2(1+p1)+(1+p1) sin t
, p3 cos t−p2 sin t√

2(1+p1)+(1+p1) sin t

)
: 0 ≤ t ≤ 2π

}
садржи тачку са x осе, постојало и t ∈ [0,2π] за које важи да је p2 cos t+p3 sin t√

2(1+p1)+(1+p1) sin t
= 0 и

p3 cos t−p2 sin t√
2(1+p1)+(1+p1) sin t

= 0. Одавде је p2 cos t+p3 sin t = 0 и p3 cos t−p2 sin t = 0, па након мно-

жења прве једначине са cos t, а друге са− sin t саирањем доијамо p2(cos2 t+sin2 t) = 0
односно p2 = 0. Заменом у поменуте две једначине доијамо p3 sin t = 0 и p3 cos t = 0,
одакле је јасно да мора ити p3 = 0, али зог P(p1,p2,p3) ∈ S3 важи p21 + p22 + p23 = 1
тј p21 = 1, што је у контрадикцији са претпоставком да p1 ̸= ±1. Дакле, овим смо
доказали да x-оса заиста пролази кроз унутрашњост сваког од кругова s ◦ h−1(P) за
P(p1,p2,p3) такво да p1 ̸= ±1.

Теорема 10. Сваке ве ројековане фире Хофово ресликавања су уланчане,
оносно за сваке ве различие ачке P(p1,p2,p3) и P′(p′

1,p′
2,p′

3) акве а је p1 ̸= ±1
и p′

1 ̸= ±1 важи а су круови s ◦ h−1(P) и s ◦ h−1(P′) уланчани.

Доказ. Да исмо доказали да су произвољне две пројектоване фире Хопфовог пре-
сликавања h уланчане, односно круговиC = s◦h−1(P) иD = s◦h−1(P′) уланчани, уочимо
непрекидно инјективно пресликавање из R3 у R3 које слика круг C у јединични круг
C′ у yz равни, а D у неку другу пројектовану фиру D′, где је D′ круг. Како смо већ
доказали Теорему 8 која нам говори да је круг D′ уланчан са јединичним кругом C′

у yz равни, јасно је да и полазни кругови C и D морају ити уланчани, да и кругови
остали уланчани и након дејства непрекидним ијективним пресликавањем.

Ако су слике C′ и D′ кругова C и D при непрекидном ијективном пресликавању
уланчане, онда и C и D морају ити уланчани

Овим смо решили мозгалицу наведену раније користећи стереографске пројекци-
је фири Хопфовог пресликавања h из сфере S3 у сферу S2 тако што нам простор
R3 попуњавају Хопфове фире које су пројектоване у R3 помоћу стереографске про-
јекције, а те фире су права s ◦ h−1((1,0,0)) која представља x-осу, јединични круг
s ◦ h−1((−1,0,0)) у yz равни и кругови s ◦ h−1(P) за P(p1,p2,p3) такве да p1 ̸= ±1 који су
уланчани са јединичним кругом у yz равни, али и међусоно. Доказали смо да x-оса
продире кроз унутрашњост сваког од кругова чиме смо испунили све захтеве мозга-
лице и илустровали једну неочекивану примену Хопфовог пресликавања h из сфере
S3 у сферу S2 у пролему попуњавања простора R3 помоћу уланчаних кругова и једне
праве.
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Стереографске пројекције Хопфових фири су уланчани кругови сем s ◦ h−1((1,0,0))
који је права која сече унутрашњост сваког круга
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7 Закључак
У раду је решен пролем попуњавања простора R3 коришћењем дисјунктних кру-

гова и једне праве тако да су свака два круга уланчана и да права пролази кроз уну-
трашњост сваког круга. Тежина пролема је што кругови треа да уду уланчани.
Дефинисане су вишедимензионе сфере Sn које се налазе у еуклидским просторима
Rn+1.

Описана је стереографска пројекција која нам омогућава да сферу Sn пресликамо
у простор Rn, специјално сферу S2 у xy раван. Слично је дефинисана стереографска
пројекција s са сфере S3 у еуклидски простор R3.
Дат је кратак историјски преглед о настанку кватерниона, наведена су њихова основ-
на својства, као и веза са тродимензионом геометријом коју је открио ирски матема-
тичар Хамилтон 1835. године. Дефинисано је Хопфово пресликавање из S3 у S2 као
пресликавање h : S3 → S2 И показано је каква jе његова веза са осним ротациjама у
тродимензионом простору помоћу кватерниона.

У раду су испитиване стереографске пројекције фири Хопфовог пресликавања h
и доказано јe да је s◦h−1(1,0,0) права која представља x-осу, s◦h−1(−1,0,0) јединични
круг у yz равни и да су кругови s ◦ h−1(P) за P(p1,p2,p3) ∈ S2 и p1 ̸= ±1, уланчани са
јединичним кругом у yz равни, али и међусоно. Доказано је да x-оса продире кроз
унутрашњост сваког од кругова s ◦ h−1(P) за P(p1,p2,p3) ∈ S2 и p1 ̸= ±1.

Пролем представљања R3 као уније дисјунктних уланчаних кругова и једне праве
решен је коришћењем стереографских пројекција фири Хопфовог пресликавања h
из сфере S3 у сферу S2.
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